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ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA
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NOTA: La condicion para aprobar el Examen Final es tener bien cinco de las ocho actividades a resolver, debiendo haber al menos
una de cada uno de los items designados del 1 al 4. Presente en las hojas que entrega el desarrollo completo de todos los items,
para justificar sus respuestas. No haga el examen con ldpiz.

BLOQUE TEMATICO 1: ALGEBRA VECTORIAL — ALGEBRA MATRICIAL

1.a) Considere el siguiente conjunto de vectores de R3: V = {(0;1; 1), (1;a,0), (1;2; a?)} Deduzca si es posible
encontrar valores reales de a para que dicho conjunto sea linealmente dependiente.

Adopte a = —1 y obtenga al vector w = (5; —5; 2) como combinacién lineal de los vectores de V. ¢Es V una base de
R3? ¢Por qué?

1.b) Construya tres matrices A simétricas (A = A%), una de rango 1, otra de rango 2 y una tercera de rango 3.
Justifique la decisién adoptada en cada caso. Determine el valor del determinante de cada una. {Alguna de las
matrices que propone admite inversa? i Cual o cuales? éPor qué?

BLOQUE TEMATICO 2: GEOMETRIA ANALITICA

_ - - 2x+y+z=0
x-1__y-2 _z-2 { Y Obtenga el valor de la componente a del

2.a) Considere las rectas R: ——="—F—=— y § = xty—z=2
vector director de R para que ambas rectas sean coplanares, y determine las coordenadas del punto de interseccién

entre ellas.

2.b) Encuentre una ecuacién de una recta que pasa por el centro de la cénica de ecuacién 4x2 + y? —8x — 12 =0
y que forme un tridngulo de 2 unidades de area con los ejes coordenados. Realice la figura de andlisis, con una
representacién grafica aproximada de los elementos geométricos involucrados, y explique si la solucidn obtenida es
Unica.

BLOQUE TEMATICO 3: ALGEBRA LINEAL

3.a) Construya una transformacion lineal T: R3 - R3 cuyo Nucleo sea el subespacio
W ={(x;y;z) ER3/x+2z=0 A x —y = 0}. Determine, justificando, la dimensién de la Imagen.

3.b) Obtenga el complemento ortogonal del subespacio W del ejercicio anterior, interprete geométricamente el
resultado y determine una base cuyos elementos sean versores, y la dimension del mismo.

MISCELANEAS

4.a) Escriba la ecuacién de un hiperboloide de una hoja cuyo eje de simetria sea el eje de ordenadas. Intercéptelo
con el plano z = 2 . ¢Qué tipo de cénica obtiene? ¢Cudl su centro? Realice una representacion grafica aproximada.
¢Puede definir un hiperboloide de una hoja que cumpla la condicién anterior que al cortarlo con z =2 resulte un par
de rectas? Proponga una ecuacion.

2 411
4.b) La matriz ampliada de un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas es (—1 -2 p) . Proponga, si
3 6lq

es posible, valores reales de los pardmetros p y g para que el sistema sea compatible determinado, compatible
indeterminado e incompatible. Justifique en todos los casos la eleccién hecha.



Resolucidn

1.a) Considere el siguiente conjunto de vectores de R3: V = {(0;1;1), (1; a,0), (1; 2; az)} Deduzca si es posible
encontrar valores reales de a para que dicho conjunto sea linealmente dependiente.

Adopte a = —1 y obtenga al vector W = (5; —5; 2) como combinacién lineal de los vectores de V. ¢Es V una base
de R3? ¢Por qué?

19) Si el conjunto V dado es L.D. debe cumplirse:

01 1

1 2 L a
+1-(-1) - =0=>—-(a?2-2)+(-a)=0=>-a?-a+2=0=

1 a2 1 0

1+2

1 a 2[=0=1(-1)
1 0 a

=a? +a—2:0:>(a+2)(a—1):0:> a:{—2;1} para que V sea L.D.

29) Planteamos la combinacién lineal:

0 1 1 5
a-|1|+b:| -1|+c-| 2 |=| -5 |= Mathematics de Microsoft mediante obtenemos:
1 0 1 2

solve({b+c=5a-b+2c=-5,a+c=2}) = (a=3; b=6; c=-1)
39) Con a=-1/a#—-2Aa#1=V es un conjunto formado por tres vectores L.I. en R3, por tanto forman una
base del mismo.

1.b) Construya tres matrices A simétricas (A = A'), una de rango 1, otra de rango 2 y una tercera de rango 3.
Justifique la decision adoptada en cada caso. Determine el valor del determinante de cada una. ¢Alguna de las
matrices que propone admite inversa? ¢ Cual o cudles? ¢Por qué?

12) Una matriz es simétrica si cumple: A € R™"* A A = AT

1 3
22) Simétrica de rango 1; elegimos M € R2*2/M = cumple M = M7 y det(M) = 0=>rg(M) = 1
3 9
1 3
392) Simétrica de rango 2; elegimos P € R?*2/P = cumple P = PT y det(P) = 1= 7rg(P) = 2
3 10
1 2 0

42) Simétrica de rango 3; elegimos S € R3*3/S =2 -1 1|cumpleS=STy

0 1 0

2+3 1 2
det(S) = 1-(-1)" - =-1=rg(S) =3
0 1

Toda matriz cuadrada cuyo determinante sea distinto de cero, admite inversa. En este caso Py S.



2.a) Considere las rectas R:

- - - 2x+y+z=0
1 _y2z_z22 = { Y Obtenga el valor de la componente a del

3 -1 a —Xx+y—z=2
vector director de R para que ambas rectas sean coplanares, y determine las coordenadas del punto de
interseccion entre ellas.

19) determinamos la ecuacién de S a partir de los dos planos dados:
2 1 [0 2 1 10} (0 -3 -4} (3y+z--4
— - = (xy:2)
1 2 02 X+2y=2

11 -12 2 0
=S:{(xy;2)eR®/(%y:2)=(20,—4)+2-(-213)}

(-2y+2;y;3y—4)=
2

29) Si las rectas son coplanares no pueden ser alabeadas; entonces, segun la expresion de la minima distancia entre
P.P+(ds x )
| xdlg

rectas alabeadas: dmm_ = debe cumplirse que dicha distancia sea nula, para lo cual:

PePye(dg xdg ) =0 1]

39) Los puntos de ambas rectas son: Py (L,2;2) AP, =(2,0;-4) = PP, =(1-2;-6)
42) Hallamos el vector dy, xdg = (3;—1a)x(~2;1;3) = Mathematics mediante:
cross({3,—1,a},{-2,1,3})=(-a—3-2a-9;1)

59) Segun [1]: Ry S seran coplanares si y solo si:
(L-2,-6)(-a—-3-2a-91)=0=-a-3+4a+18-6=0=3a=-9=[a=—3

62) Pasando ambas rectas a forma paramétrica cartesiana:

X=3u+1 X=2-24
Riqy=—u+2 ;AS:qy=4 = Mathematics mediante, resolvemos el sistema:
z2=-3u+2 z2=-4+31
3u+1=2-22
R:iS—u+ 2=A1 = Mathematics resuelve en este caso, sistemas de 2 ecuaciones con dos incégnitas:
—3u+2=-4+31

I) resolvemos primera y segunda: solve({3,u +1=2-2A,—u+2= Z}) (,u =-3, A= 5)
l)resolvemos primera y tercera: solve({By +1=2-21, (—3),u+ 2= —4+3ﬂ,}) (,u =-3 A= 5)

1) finalmente segunda y tercera: solve({—u+2 = /1,(—3),u+2 = —4+3/1}) (,u =2-1, 1€ ]R)

Con 1 =-3AA=5 hallamos las coordenadas del punto de interseccion:

P=RNS=(-8;5;11)




Graficando las dos rectas, los dos planos y el punto de interseccién, GeoGebra presenta:

2.b) Encuentre una ecuacién de una recta que pasa por el centro de la cénica 4x* +y?> —8x—12 =0y que
forme un tridngulo de 2 unidades de area con los ejes coordenados. Realice la figura de andlisis, con una
representacion grafica aproximada de los elementos geométricos involucrados, y explique si la solucion obtenida
es Unica.

19) Factorizamos la conica: 4(X2—2X+1—1)+y‘2:ZI.2:>4(X—1)2+y2 =16 = |——+-—=1lelipse de

centro C (1;0); graficamos en GeoGebra:




29) Para que el tridangulo tenga 2 unidades de darea, basta que la recta pase, por ejemplo por P(0;4), puesto que en
ese caso la base del tridngulo rectangulo formado COA, tiene longitud 1y la altura longitud 4 con lo cual aplicando:

OC-OA 1.4
2 2
forma con los puntos O, Cy B(—4; O).

Area(aAOC) =

= Area(AAOC)Z 2|. La solucién no es unica. Otro triangulo de igual drea se

39) A partir de C(1;0) y A(0;4) hallamos una ecuacién de la recta pedida:

y—-0 x-1 .
H=E:>—y=4(x—1):>|r.4x+y—4:0

3.a) Construya una transformacion lineal T: R® — R3 cuyo Nucleo sea el subespacio
W = {(x; ¥;Z)ER3/x+z=0AXx—-y= 0} . Determine, justificando, la dimensidn de la Imagen.

X+z=0

iy = (i) =(axxX)= W (6 yiz) e R (xyi2) = 4- (11 1))

19) Resolvemos {

29) Se cumple entonces que: T (l;l; —1) = (0; O;O)
Inventamos dos componentes mas del dominio de la T.L. y sus correspondientes imdagenes, lo mas simple posible,
por ejemplo: T (1; 0; 0) = (0;1;0) AT (0;1;0) = (L‘ O;O) tal que {(1;]; —l),(]; O;O),(O;l;O)} forman una base del

dominio de la T.L. lo cual puede comprobarse por ejemplo, calculando el determinante de la matriz que forman
como vectores columnas. Entonces:



ol e
a-|0|+b-[1]|+c- =|y|=><b+c=y = =
b—z=y=lb=y+z
0 0 -1) (2} |=c=z2=[c== y
Planteamos:
1 0 X 1 0 1 X
(x+2)-| 0 |+(y+2)-|1|-2z:| 1 |=|y|=(x+2)T| O |+(y+2)-T|1|-z-T| 1 |=T|y|=
0 0 -1 Z 0 0 -1 Z
X 0 1 0 X y+2
Ty :(X+Z)- 1 +(y+z)- 0|-2z:|0|=|T|Yy|=| X+2Z || Verificamos que:
Z 0 0 0 z 0
1 0+0 0 0 1+0 1 1 - 0
T/0|=[{1+0|=|1}|; T/1|=/0+0(|=|0| v T| 1 |=|1-1|=|0 i Comprobado!
0 0 0 0 0 -1 0 0

39) Planteamos:

Dim[ Nu(T) |+ Dim[ Im(T ) | = Dim[ Dom(T ) | =1+ Dim|[ Im(T) | =3=>|Dim[ Im(T)]|=2

3.b) Obtenga el complemento ortogonal del subespacio W del ejercicio anterior, interprete geométricamente el
resultado y determine una base cuyos elementos sean versores, y la dimensién del mismo.

19) Siendo W :{(x; y;z)eR*/(x; y;z)=}t'(1;l;—1)}:> W+ ={(x; y;z)eR}Ix+y-12 =0}

Utilizamos el director de la recta dada (SEV W) como vector normal del plano complemento ortogonal de la recta.

29) Determinamos una base de dicho SEV:

X+y-z2=0=z=x+y=(Xy;z)=(X V;x+y)=x-(0;1)+y-(0;1;1)

ﬁ.oﬁ].(o_ﬁﬁ}
v 17272

v dim(vvl)zz

22

39) Nos piden una base de versores, entonces Base(WL) = {

4.a) Escriba la ecuacion de un hiperboloide de una hoja cuyo eje de simetria sea el eje de ordenadas. Intercéptelo
con el plano z = 2 . ¢Qué tipo de cdnica obtiene? ¢ Cudl su centro? Realice una representacion grafica aproximada.
é¢Puede definir un hiperboloide de una hoja que cumpla la condicidn anterior que al cortarlo con z =2 resulte un
par de rectas? Proponga una ecuacion.

2 2 2
(X_Z(O) +(y_2y°) —(Z_ZZO) =1, en esta
a b c

expresion, el eje de simetria es el de cotas, puesto que el término en z es el que tiene signo negativo.

19) La ecuacién de un hiperboloide de una hoja tiene la forma:

2
29) Escribimos la ecuacidn mas sencilla posible: X2 —y7+ =1 y lo interceptamos con el plano ; obtenemos:



Obtenemos una hipérbola cuyo centro, en el espacio tridimensional es el punto C(0;0;2). Graficamos con GeoGebra:

En vista frontal:




_ 2 _ 2 _ 2 2 2
(X aZ(O) +(y bzyo) —(Z szo) =1 planteamos por ejemplo: XZ—%+%=1:>

39) A partir de:
al interceptar este hiperboloide de una hoja con el plano Z =2 obtenemos:

2 A2 2 2
Xz—y—+2—=1:> Xz—y—+1=1:> xz—y—=0:>(x—£y)(x+lyj=0 Asi ambas rectas en dicho plano,
9 4 9 9 3 3

son: | y= —3X| /\| y= 3X| . Graficadas en GeoGebra:

Y en vista frontal, sobre el plano , aparecen ambas rectas: Yy =3Xque pasa por P(1;3;2) e y=-3X por

Q(1-3;2)
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4.b) La matriz ampliada de un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas es (—1 -2 p) . Proponga,
3 6l1q

si es posible, valores reales de los parametros p y q para que el sistema sea compatible determinado, compatible
indeterminado e incompatible. Justifique en todos los casos la eleccién hecha.

2 4|1 2 4 0 0|1+2p
19) Triangulamos: | -1 -2/p |— 2—-p|—|1 2| —p |=a partir de aqui analizamos segun Roché-
3 6(¢ 3 6/q 0 O|g+3p

Frobenius.
22) No se cumple para ningtn valor realdep y q que rg (A) =rg (A’) =n=2= ,pr € R/\Zl/q eR
tal que el sistema dado sea compatible determinado.

39)Sil+2p=0 A g+3p =0 se cumple que I’g(A): I’g(A’)=1<2= n.
. . L : , . 1 3
El sistema serd compatible indeterminado, siy solo si: p = —E A Q= E
. L : 1 3
49) El sistema sera incompatible Vp e R — _E v geR- E en cuyo caso se cumple:

rg(A)=1<3=rg(A)






