ANALISIS 2 . (Ingenieria) Segundo parcial. ( 16 de Noviembre de 2017)(Comision Ma-Ju-Manana )

NOMBRE ;i sl esmail. s s NOTA i

Problema 1. (20) Hallar el area de la regién 1) € R? encerrada por la curva (' que figura a continnacién

C= {(.T.,y) eR2:x? 497 - (.r2+y2—.1:)2 = 0}

v )2 2 52
S = {(.’l,',y.z) eR?: (l——)-r' %4— —= 1} Sy = {(.r.y”:) eR*: 2+ +22-2202 -2 :0}

Problema 3 : (20) Dado el campo vectorial F (x,y) = (—5a*sina® — y) I + (5y*siny® + ) J calcular
la siguiente integral de linea : '
/ F
Cct

C= {(:1:,'_1/) eR?:y+3|z|=8 A ;1/2.1'}

donde " © R? es la curva definida por

Problema 4 : (20) Sea f : R — R una [uncién diferenciable y ' € R* una curva definida como
('= 8,N38,; donde Sy y S, son las superficies siguientes

S = {(‘z:,y.‘z) eR¥: 22+ +2—-4= 0} Sy = {(J;.y.:) eR¥: 2?4+ 44 —41’—:+4=0}

a) Probar que la curva es cerrada, simple y plana.
b) Orientar la curva de manera conveniente y calcular la siguiente integral

/c (zf(z) —y)da + (x — 32)dy + (fz(:)) dz

Problema 5: (20) Sean los signientes campos vectoriales
Fi(z,y,2)= ez +x+3y) I+ (72° +6y—9°) T + (zy — 22 — 2) K

Fy(z.y,2) = (¢ +y2e™) I+ (y + e cosz) T+ (2 +3°) K
v las superficies
S1: 81 (u,v) = (cosu 4 sinu , 1:) donde 0 <u <27, -1<v <0

Sy : Sy (u,v) = (-u sV yc(l—u?—2?)) donde0<u?+02<1,0<e

IR
S J s,

Hallar (si es que existe) ¢ € R.g tal que

RESUELTO

Agradezco a: Federico Bosio por las correcciones y sugerencias
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Problema 1.

Bueno, con la curva dada C = {(x,y) € R? : x>+ y? — (x> + y?> — x)? = 0 } nos piden hallar el
area dentro de ella. Por si no lo sabian (lo cual es muy probable) la curva € es una CARDIOIDE,
donde una de las posibles parametrizaciones seria.

C(t) = ((1 + cos(t)) cos(t); (1 + cos(t)) sin(t)) cont € [0; 2]

Si analizamos bien esta parametrizacién, podriamos decir que su radio depende inicamente del
término (1 + cos(t)). ;|Por qué? Y, por ejemplo, si analizo una curva cualquiera llamada C,, cuya
parametrizacion es C,(t) = (3 cos(t); 3 sin(t)), es facil de ver que el radio de la circunferencia
es r = 3, bueno, con la cardioide pasa algo parecido, mas adelante se van a dar cuenta de que
estoy hablando. (Suspenso...).

En fin, es muy dificil darse cuenta que es una cardioide, un método 6ptimo para resolver el
calculo de area es aplicar las confiables coordenadas polares. Por ende llamo:

x =1 cos(0)
y =1 sin(0)

Bien, ya sabemos que 0 < 8 < 2m, ahora nos queda ver el radio maximo que alcanzara nuestra
querida cardioide, basta con reemplazar el cambio de variable en nuestra curva original.

(r cos(@))2 + (r sin(t9))2 — ((r cos(@))2 + (r sin(é’))2 —r COS(Q))Z =0
r2—(r?2—r cos(@))2 =0 - r*—(r(r- cos(t9))2 =0

r2 (1 —(r- cos(@))z) =0

ACLARACION IMPORTANTE: Ya que r > 0, puedo dividir miembro a miembro por r?

1-(r- cos(@))2 =0 - (r- cos(t9))2 =1 - r—cos(d)=1
Oh casualidad ... r = 1 + cos(6)

Por ende, el radiovaentre 0 < r < 1 + cos(60)

Bueno, ahora que tenemos el radio maximo, aplicamos los extremos a la integral doble sin
olvidarse del jacobiano. Queda:

27 1+cos(8) 27 27

p2]iteos®) (1 + cos(6))?

f f r drdf = f — do = f do
2 2

o 0

0 0 0
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1 2T 2T 2T 3
> f 1do +2f cos(@) d@ +f cos?(0)do | = 7T 2 Area"D
0 0 0
! . I L : L : I
=2m =0 =T
Método Alternativo

Otra forma de encarar el ejercicio, seria utilizando el teorema de Green. Para ello hubiésemos
requerido conocer la parametrizacion de la curva C, lo cual es muy dificil de deducir con solo
mirar su implicita, pero bueno, vamos a encararlo asi.

Si parametrizamos la curva C tal que C(t) = ((1 + cos(t)) cos(t) ; (1 + cos(t)) sin(t)) cont €
[0; 2], siendo C una curva cerrada, simple, y regular por tramos, y planteamos el campo
F(x,y) = (0; x), en donde el int(C) = D forma un recinto simplemente conexo, puedo afirmar
que cumple con las condiciones necesarias para aplicar el teorema de Green.

Bien, aplico el teorema con la curva C y el campo F.

ngzijot(F)dD — YaqueRot(F)=1 - %FzArea"D"
C D C

Queda plantear la integral curvilinea (que es bastannnnte fea).

27

ff) ((1 + cos(t)) cos(t)) - (—sin®(t) + cos(t) + cos?(t)) dt — Por tabla = ;n
0

Copperfield un poroto.

Problema 2.
Nos piden el volumen entre

S
7 +

(x—2)* y* z°
a2 12

S, = {(x,y,z) € R3:

S, ={(x,y,z) ER3: x> +y?+ 2% —2xz — 2y = 0}

Las superficies son un tanto complicadas de ver, la primer superficie no tanto, es un elipsoide
rotado en z, pero para la segunda superficie hay que hacer un par de operaciones algebraicas
para darnos cuenta (supongo que ya saben que voy a hacer).

S, =x>+y?4+2z%2 —2xz -2y=0 - S,=kx—-2)?*+@-1%*=1

2
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Como veran, S, es un cilindro también rotado en z. Todo nos indica que vamos a tener que hacer
un cambio de variables.

Llamamos:
2 2 2
Uu=x—2z uw vt w
S.(u,v, —t+—+—=1
{v= 1 (u,v,w) 4+4+25
W=z Ss(wv,w):ut+(w-12%=1
-1 11 0 -1t
d(u,v,w
Jacobiano; : ¥ 0 1 0 =1
d(x,y,7) 00 1

Figura 1: Antes del cambio de variables Figura 2: Después del cambio de variables

Parece una publicidad de implante capilar, pero bueno, sigamos.

Como se puede ver en la figura 2, el cambio de variables nos favorecié notablemente, pues que
ahora la proyeccion de la interseccion sobre el plano (x,y) me queda una hermosa
circunferencia desplazada. ;COmo me doy cuenta que la interseccidn es una circunferencia?
Bueno, si a un cilindro S.: x2 + y2 = 1 lo “corto’ con cualquier superficie (a no ser un plano
perpendicular al plano (x, y)) siempre (bueno... casi siempre) la proyeccién sobre el plano (x, y)
sera el mismisimo cilindro.

Entonces, ya que la proyeccion de la interseccion sobre el plano (x, y) es la circunferencia.
PT'O:y(x’y) : uz + (17 - 1)2 =1

Nos queda definir los extremos de z y ya podemos plantear la integral.

uz2 vZ w? uz v?
=1 -» w=+5 [1—— ——

Sl(u,v,w)zz +Z +£ 4 4
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u2 v2 uz vZ
Techo: w =45 1—— —— — Piso:w=-5|[1—— ——

La integral quedaria.

u? v?
dwdvdu = ﬂ 10\/1_T_T dvdu
u?+@w-1)2<1 2 2 u?+w—-1)2<1
= 177 7

Quedo media fea, hagamos un cambio de variables.

{uzrcos(e) . 0<O6<m
v =rsin(0) 0 <r < 2sin(0)
0
b ] . d(u’ v) o5 1 1
]aco tano, d(T‘, 9) Figura 3: Proyeccion sobre el (x, y)
Va devuelta la integral.
T /2sin(@)
j j T ’1 ——dr |d6
In.1
2 sin(0)
o In.1: j /1 - — dr — Trato la integral como indefinida y llamo
t=1—— 2 3 -1 2
L. —Zj\/T dt = -2 [— -tf] — Reemplazo -1
1 3 :
dtz—zrdr 0 <r<2sin(h)

3+2sin(0)

4 r?\2
——{1=-—
(%)

_ 4 .2 % _ 4 2 3
= —§[(1—sm (9)) — 1] = —5[(cos (0))2 — 1]

0
= cos?(0)
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SUMA ATENCION AL SIGUIENTE PASO (el dia del parcial TODOS se equivocaron en este paso

(me incluyo)).
o/

— = [lcos* ()] - 1]

(Porque |cos3(8)| y no cos®(8)? Bueno, observemos el siguiente desarrollo.

(cos2(@)? = ((cos2(0))?) = (YCeos(@ )" = (cos(@))® = leos?(6)

Si no nos percatabamos de ese error nos cambia el resultado abruptamente. Sigo.

4
In.1= —3 [lcos3(8)| —1] — Loreemplazo en la integral original
Vs T s
4 40
10(—§)j[|cos3(9)|—1] a0 = - j|cos3(9)|d9— fde
0 P 1 Lo |
™2 T
= — =T
3
40/ 4 160+40 Vol(V
—_ | = — [ — R -
3 (3 ”) 9 " 3" ol(V)

Problema 3.

Nos dan el campo F(x,y) = (—=5x*sin(x®) — y; 5y*sin(y®) + x) y la curva de forma implicita
tal que C:y + 3|x| = 8 Ay = x. Medio extrafio el ejercicio, pero bueno, vamos a graficarlo.

La integral curvilinea puede ser que salga, pero dudo
que sea facil, asique intentemos aplicar el teorema de Curva C
Green. Por ello, necesito un recinto “D” cerrado y
simplemente conexo.

Curva A

La curva NO esta cerrada, el y=>x me esta
delimitando la curva, es decir, que de toda la curva
C:y + 3|x| = 8 quiero solamente todos los (x,y) que
cumplan y > x. Por lo cual, planteo la curva 4 siendo:

At) =(6t—4;6t—4)cont€[0;1]

Figura 4:Curva C, A y recinto D

La parametrizaciéon de A sale de una manera muy sencilla, utilizando el método “Polero”
(correctamente llamado interpolacion lineal) para segmentos lineales:

A+ (§ — A)) ‘tcon0<t<1,siendo A = (—4; —4) y§ = (2;2) los puntos que quiero “unir’.
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Ahora S, con la curva € U A puedo aplicar el teorema de Green. Va el planteo.

[re o Jomra - 25

fF+fF=2ﬂdD - JF+fF=2-AreaD
c+ At D ct

A-}-

t=1 - a=2

. fF; Llamo a = 6t — 4 para simplificar la cuenta — Slt= 0 - a=—4

At
2

[ (5@ sin(@®) - @) (5@)* sin(@®) + @)] - [(6:6)] d

2
6 j((—S(cx)‘L sin((@)®)) — (@) + (5(a)*sin((a)®) + (@) da =0
“4

» Area D : Hay que plantear dos integrales ya que hay un cambio de “techo” en el recinto.

0 8+3x 28-3x
ff dydx+Jj dydx = AreaD - 16+8 =24 - Area D
-4 x 0

Rejunto todos los resultados y queda.

F+0=2-(24) - fF=48

ct ct

Problema 4.
Inciso a) Hay que demostrar que la curva que surge de la interseccién de las superficies.
Siix>+y*+z—-4=0
Syx?+y:i—4x—z4+4=0
es una curva plana, simpley cerrada.

Bien, para demostrar que es plana, basta con ejecutar combinaciones lineales entre las
superficies de manera tal que dicha combinacién lineal resulte un plano. Esto sucede porque las
superficies S; y S, son “implicitas” de la curva C, entonces, si combino las ecuaciones de estas
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implicitas tal que me resulte un plano, este plano también sera una implicita de la curva, lo cual
demuestra que la curva esta contenida en un plano. Vamos por ello.

$1—=5,=0—> x*+y*+z—-4—-x*—y*+4x+z—-4=0—>2z4+2x—4=0

Plano

Para demostrar que es cerraday simple, puedo proyectar la curva sobre el plano (x, y), verificar
que es cerrada sobre (x,y) y luego “elevarila’ o “levantar/a’ hasta la grafica de una funcion. (S; y
S, son graficas de funciones, ya que se puede despejar una variable con respecto de las demas).

Si:z=4—x%-—y?

Spz=x +yl—dx+4 d-xt-yt=xthyt—dxtd — 2P +2y°—4x =0
2:Z = -

x2+y2-2x=0 — (x—-1)?+y%=1
: T .

Y : Circunferenciader=1
plano, va a seguir siendo cerrada y simple. L SIMPLE |, CERRADA

Si a esta curva Cy,, la “elevo” o “levanto” a S,,S; o el

~ C es plana, cerrada y simple

Figura 5: Paraboloides S; y S,

Figura 7: La curva C, y la proyeccion sobre (x, y)

Figura 6: La curva C, contenida en el plano y 7
con la normal compatible con el sentido de C,
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Inciso b) Bueno, con la curva de la que hablabamos en el inciso a) hay que resolver la integral
curvilinea sobre el campo.

F(x,y,2) = (z" f(x) —y;x—3z; f*(2))

Por cuestiones obvias no vamos a hacer la curvilinea, y vamos a tratar de aplicar el teorema de
Stokes.

Para Stokes necesito una curva simple, cerrada, y regular por tramos (como demostramos
anteriormente) y una superficie orientable que contenga a la curva, y que a su vez, la curva sea
borde de 1a superficie. Planteo el teorema.

ijF = ﬂ Rot(F) - IIIIX;;II ds

Primero calculo el Rot(F) y las normales de las superficies conocidas para ver que superficie
debo elegir.

Ry—QZ=3
*Rot(F) = (Ry — Qu; P, —R;Qy —P)) — AP, — Ry = f(x) — Rot(F)=(3;f(x);2)
Qx—P, =2

N51 = i(zx 2V 1)
e Normales: { Ng, = +(2x —4;2y;-1)
Np ==%(2;0;1)

Bien, ese f(x) en el rotor mete un poco de miedo, pero, si utilizamos el plano como superficie, el
producto escalar entre el Rot(F) y la normal Np lo hace “desaparecer’.

Pero antes, hay que definir que normal usaremos. Como se ve en la figura 6, basta con aplicar la
famosa regla de la mano derecha sobre el plano z + 2x —4 = 0 y se deduce que la normal
compatible con la curva (la cual definimos que se recorrera en sentido antihorario (C,)), serala
la normal con la componente z positiva.

Normal compatible conla curvaC, = (2;0;1)

También, otra manera de deducir que normal debemos utilizar es, aprovechando que es plana,
aplicar.

C'xC"”

Para ello necesitamos parametrizar la curva tridimensional, no es muy dificil, ya que sabemos
que sobre él (x,y) es una circunferencia de radio 1 desplazada en x (por inciso a)), podemos
aseverar que, por lo menos en la componente x e y sera:

Cyy (t) = (cos(t) + 1;sin(t))
Ahora solo me queda despejar el z de la ecuacion del plano y reemplazar x e y en ella.

z=4—-2x — C(t) = (cos(t)+1;sin(t); 2—2cos(t)) cont € [0; 2m]
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Bien, a derivar se ha dicho.
i j k
C'xC" =|—sin(t) cos(t) 2sin(t)
—cos(t) —sin(t) 2cos(t)

C' = (—sin(t); cos(t); 2sin(t))
C'" = (—cos(t);—sin(t); 2 cos(t))

C' x C" = (2(cos?(t) + sin?(t)) ; 2 cos(t) sin(t) — 2 cos(t) sin(t) ;sin?(t) + cos?(t))

C'xXC"=(2;0;1)

Dio lo mismo que habiamos deducido antes, “astonishing’ diria Ricardo. Este método de C’ x C"
solo se puede utilizar en los casos donde la curva es plana, y lo que nos da como resultado es la
normal compatible con la curva, asi de directo. El problema que surge es que a veces las
derivadas quedan feas y ni te cuento el producto vectorial... pero bueno. Retomemos, realizo el
producto escalar entre el Rot(F) y Np.

Rot(F) Np=@3;f(x);2)-(2;0;1) =8

Hermoso, queda definir al plano para que su tnico borde sea la curva C, y aplicarlo a la integral
de superficie de Stokes.

Sprz+2x—4 A (x—1D%?+y?<1

F = jf 8dxdy =8- ﬂ dxdy = 8-Area((x —1)? +y?2 < 1)
ct (x—1)2+y?2<1 (x—1)2+y2<1

Ya que Area((x — 1)? + y? < 1) es una circunferencia de radio 1, el 4rea que encierra dicha
curva es igual a . Listo, problema terminado.

%F=8n

C+

Problema 5.

Uuuuultimo punto del parcial. Anoto las superficies y los campos aqui abajo.

Fi(x,v,2): (2xz+x+3y7;7x5+ 6y — 925 ;xy — 22 — z)
F(x,y,2): (x+ yzeSn(®) .y + e cos(x) ;z + y° )
S;(u,v) : (cos(u);sin(u) ; v) donde (u,v) € [0; 2m] X [—1; 0]

S;(w,v) : (u;v;c(1—u?—v?))donde 0 <u?+v3<1,c>0
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Nos piden hallar un ¢ > 0 (si es que existe) de manera tal que se cumpla.

jo-f-

Basicamente lo que hay que hacer es calcular las dos integrales de superficie e igualarlas (lo que
dice la igualdad de arriba). Empiezo por ffs F;.
1
S;(u,v) : (cos(u);sin(u);v) — Busco al implicita — x*>+y?=1

La superficie 1 es un cilindro, el cual esta delimitado entre los planos z = —1y z = 0. Ya que la
integral de superficie es un poco dificil, trato de calcularla por el teorema de Gauss.

Para Gauss necesito un Vol(V) cerrado. El cilindro
NO esta cerrado, solo delimitado, para ello planteo
las tapas con sus normales salientes:

Ti:z=0 Ax*>+y2<1/ Nz, = (0;0;1)
Ty:z=—1 Ax?+y? <1/Np,=(0;0;-1)

Ahora SI tengo un Vol(V) cerrado. Planteo Gauss 1
no’ ma’. |

Figura 8: El cilindro S; ylos planosz=0yz=-1
S1 Ty T, 14
Empezamos con la divergencia y la integral triple.
eDiv(F)=2z+1+6-2z—-1=6 — M Div(F,) dV = 6-Vol(V)
4
El volumen V sale por formula, sabiendo que el volumen genérico de un cilindro es nr?h queda.

o frms v

Vamos con las integrales de las tapas.

-ijl: ﬂ (x+3y7;7x>+ 6y;xy)-(0;0;1)dxdy = H xy dxdy

T1 x2+y"2<1 x2+y2<1

10



Segundo Parcial — 16/11/17

Paso a polares: X=T C(.)S(Q) — O=sr=1 M =
y = r sin(0) 0<6<2nm d(r,0)
2m 1 1 2m
j jr3 cos(8) sin(0) drdf = fr3 dr |- J cos(8)sin(0) df | = 0
0 0 0 0
—o

offFl: ff (—x+3y7;7x>+6y+9;xy)-(0;0;—1)dxdy = — ﬂ xy dxdy

T, x2+y?<1 x2+y?=<1
L

frefrs = ffrmee T

Bien, ya tenemos una parte de la igualdad. Queda hacer la integral de superficie sobre S, en el
campo F, .

Ya que, nuevamente la integral de superficie es muy dificil (ni siquiera sé si sale), intentamos
plantear el teorema de Gauss. Primero trato de encontrar su implicita para por lo menos
imaginarme la superficie.

z Paraboloide

Sawv) s (uivie(l—w? —vh)) — —(*+yH) = c L concavo hacia abajo
Guiandonos por los extremos de la superficie, el
termino 0 < u? + v? < 1 nos indica que los puntos
pertenecientes a la superficie son los que cumplen
que u?+v% < 1. Esto se cumple si y solo si
tomamos los puntos por encima del plano z = 0.
Por otra parte, el término ¢ > 0 nos esta diciendo
que el paraboloide nunca cambiara de concavidad,
siempre permanecera concavo hacia abajo.
También se puede notar que el punto c es la “punta”
del paraboloide, de donde nace.

Figura 9: El paraboloide S, y el planoz =0

Concluyendo este andlisis, el paraboloide no encierra un Vol(V), solamente esta delimitado con
el plano z = 0, para ello planteo una superficie que tape el paraboloide y su normal saliente.

T3:2=0 Ax*+y*><1 / Np, = (0;0;-1)

Ahora que tengo un Vol(V) cerrado, planteo Gauss.

11
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JJFZ+1!FZ ZJJ Div(F,) dv

Lo mismo de siempre, empiezo con la divergencia.
e Div(F,) =1+1+1=3

Precioso, vamos con la integral de superficie sobre T5.

offFZ: ﬂ (x;y+cos(x);y°)-(0;0; —1)dxdy = H —y® dxdy

x2+y2<1 x2+y?<1
Paso a polares: x =1 cos(0) — O<sr=1 d(x,y) =
p "y =rsin(0) 0<0<2m d(r,0)|
2 1 1 2n
—f jr6 sin®>(0) drdf = — jr6 dr |- J sin®(0) dé = 0
0 0 0 \0 .
=0
Recaudando todos los resultados, la igualdad planteada en la consigna quedaria.
Si: JfF1=6T[ A ij2=3'Vol(V)
S1 S,
6w =3-Vol(V)
Planteo el volumen con los extremos dados en consigna.
c(1-x%2-y?)
2 2
x“+y-<1
Extremos de integracion: Y ) J f dzdydx
0<z<c(l—x%-yvy?%

x2+y2<1

c(l—x?2—y3)dxdy = c- f (1 —x?—vy?%)dxdy

x2+y?<1 x24y2<1
Paso a polares: | cos(6) R 0<r<l1 d(x,y)|
P -y =rsin(d) 0<6<2m d(r,0) -
2m 1 2m 1
C-f J(l_’)"z)rdrde = - f fr 3d,rd6
0 0 00

12
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2m 1 1 )
c fd@ - frdr—fﬁdr =5mc — Vol(V)
o,

3
ST ¢C

Entonces, para finalizar este bello problema.

ParaqueﬂFlszF2 = 67T=3-Vol(V)=3<§-7r-c)=

nc=4

Figura 10: El cilindro S;y el paraboloide S,

Fin.
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