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Algunas nociones de Logica: Proposiciones

En Matematica es habitual utilizar simbolos para escribir y comunicar nuestras ideas como
también hacer uso del lenguaje coloquial, el que empleamos cotidianamente. Si bien
diariamente utilizamos expresiones mas o menos precisas, es muy deseable que cuando
operamos 0 Nos expresamos en Matematica, nuestro lenguaje sea sumamente preciso.

Uno de los objetivos importantes del curso consiste en escribir nuestras ideas con precision,
sin ambigliedades, entendiendo no solo el lenguaje coloquial, sino también el simbolico
propio de la Matematica. Esta es una tarea a la que nuestra asignatura presta especial
atencion.

Trabajaremos con algunos elementos basicos de logica proposicional que nos ayudaran al
respecto.

Proposiciones

En nuestra vida habitual, como estudiantes o como simples ciudadanos, muchas veces
utilizamos afirmaciones que resultan verdaderas o falsas, es decir, afirmaciones cuyo valor
de verdad es Verdadero o Falso. Ejemplos de este tipo de afirmaciones pueden ser:

“Todos los triangulos tienen tres lados”, “La Luna se encuentra a 500 km de la Tierra”, “José
Hernandez es el autor del libro Martin Fierro”, o “Piiiera es el actual presidente chileno”

También es comun el uso de expresiones que no admiten ningun valor de verdad, como
podrian ser las siguientes:

“;Como se llama usted?”, “Cierre la puerta, por favor” o “(2 + 3).4”

Llamaremos proposiciones a las afirmaciones del primer tipo, es decir, aquellas que resulten
ser verdaderas o falsas (pero no ambas cosas a la vez).

“Los triangulos equilateros tienen tres lados iguales” es una proposicion verdadera (también
se dice que su valor de verdad es Verdadero).

“24 — 8 =15 es una proposicion falsa (su valor de verdad es Falso)

Podemos afirmar entonces que una proposicion tendrd asociado siempre un Unico valor de
verdad (V o F)

Ejercicio 1 Dadas las siguientes expresiones asignar, a las que sean proposiciones, su valor
de verdad. Justificar los casos en que sean falsas

a) Un cuadrilatero es un poligono de 4 lados

b) El perimetro de un rectangulo es la suma de las longitudes de sus lados
c) 3+2

d) Los electrones poseen carga negativa

e)\/a

f) { Aprobaré Elementos de Matematica este cuatrimestre?
g) 5 es un niimero impar.
h) Todas las aves vuelan.



j) La capital de Francia es Paris.

k) La moneda de Espaiia es el Euro.
1) 4 es multiplo de 2

m) El inverso de 4 es (—1/4)

Ejercicio 2 Si es posible, asignar a las variables que aparecen en las siguientes expresiones,
un valor numérico de modo que resulten proposiciones verdaderas.

a)x>+4=8 b)2t+1>5 )3z+1=~ VBl =y
e) —V81 =x f) x3 = x.x.x g) 2x = x.X

Proposiciones enunciadas a partir de cuantificadores universales y existenciales

Hay expresiones que resultan verdaderas para todos los individuos del universo en el cual se
la considera, como por ejemplo x* = X.X.X, es decir que cualquiera sea el niimero real que

elijamos, ¢éste verifica esa igualdad. A partir de esas expresiones podemos construir
proposiciones cuantificadas universalmente que resulten verdaderas.

Podemos decir entonces que para todo niimero real x, la afirmacién x* = X.X.X es verdadera.

Esto puede simbolizarse: VX € IR, x°=X.X.X

El simbolo “V ” se llama cuantificador universal, y puede leerse “Para todo “o “cualquiera
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s€a .

Una proposicion enunciada mediante un cuantificador universal, es la que afirma que una
cierta condicion P (propiedad, caracteristica, etc) es verificada por todos los elementos de
un conjunto U. Tal tipo de proposicion puede expresarse en la forma genérica:

Vx € U, P(x)

Asi, también hay expresiones que resultan verdaderas para algunos individuos del universo,
como por ejemplo “x.x = 2.x”, se cumple solamente cuando x es 0 o cuando x es 2. Podemos
decir, entonces, que existen algunos niimeros reales que verifican esta igualdad. A partir de
esas expresiones podemos construir proposiciones cuantificadas existencialmente que
resulten verdaderas.

Con la igualdad 2x=x.x se puede construir, apelando al uso de un cuantificador, una
proposicion que puede ser verdadera o falsa, segiin como se la construya (asumamos que x.x
es equivalente, por definicién, a x%). Por ejemplo, la proposicion: 3x € IR, x* =2.X, resulta
ser una proposicion verdadera (en este caso, se apelo al cuantificador existencial, que se lo
simboliza con “3”, y puede leerse “Existe por lo menos un”). Es verdadera, porque
efectivamente existe por lo menos un nimero real que satisface la igualdad, por ejemplo,
x = 0 (también podriamos haber elegido x = 2, pero ningtn otro).

En cambio, la proposicion que utiliza la misma igualdad, pero enunciada mediante un
cuantificador universal, como podria ser: VxelR, x> =2.X, resulta ser falsa. Esta
proposicion expresa que fodo niimero real x verifica la igualdad x* = 2.X, y es falsa, porque,
por ejemplo, no es satisfecha esa igualdad por x = 3 (3> = 9, mientras que 2.3 =6,y 9 # 6).



De manera similar a lo que hicimos al mencionar como es una proposicién enunciada con
un cuantificador universal, podemos decir que una proposicion enunciada mediante un
cuantificador existencial, se escribe en la forma:

dx € U: P(x)
donde se expresa que: hay elementos x en el conjunto U que verifican la propiedad P.

Tal como ya lo hemos visto, se pueden construir proposiciones cuantificadas cuyo valor
de verdad puede ser, tanto verdadero como falso.
Para ilustrar un poco lo dicho, veamos los siguientes ejemplos de proposiciones, para las
cuales el valor de verdad es falso:
1) VxelR, x* =2x 2) IxelR: ¥*+1=0 3) IxeZ:2x+1 =0
4) IxeN:x+1=0
Ejercicio 3: A partir de las siguientes expresiones, enunciar proposiciones cuantificadas
universalmente, y determinar su valor de verdad, justificando aquellas que resulten falsas.
No te olvides de determinar el universo en cada proposicion enunciada
Hx*>1
2) x* > 3x?
Ix+l=x+2
Ejercicio 4: A partir de las siguientes expresiones enunciar proposiciones cuantificadas
existencialmente. Determinar su valor de verdad, justificando las que resulten verdaderas.
No te olvides de determinar el universo en cada proposicion enunciada
)x+1<x+2

2) x* > 3x?

I)x+l=x+2

Algunos conectivos ldgicos

Los simbolos: A (se lee “y”); Vv (selee “0”); =(se lee “implica”); < (se lee “equivale”
0 “si y solo si”) y ~ (se lee “no”) se llaman conectivos, y se los utiliza para relacionar
proposiciones, generando otras a su vez.

Consideremos las siguientes situaciones:
Pablo le dice a su novia: “Esta noche te llevo al cine y a cenar” y Daniel le dice a su novia
“Esta noche te llevo al cine o a cenar”. ;Las propuestas son iguales? Supongamos que, por
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falta de dinero, ambos llevaron a sus novias s6lo al cine. ;Cumplieron ambos su propuesta?
Proponemos analizar dicha respuesta.

Dos 0 més proposiciones se pueden vincular para dar lugar a otra proposicion a la que se
llama proposicién compuesta.

Designemos con p a la proposicion “Los gatos son mamiferos” y con q a la proposicion “La
raiz cibica de —8 es —2”.

Llamaremos conjuncion entre las dos proposiciones dadas a la proposicion que expresa:
“Los gatos son mamiferos y la raiz ciibica de —8 es —2”. Esta proposicion compuesta, que es
la conjuncion de las proposiciones p y ¢, se la simboliza como: P A Q)

(Cual es el valor de verdad de esta nueva proposicion, de la conjuncion? Es verdadera, ya
que para que una conjuncion sea verdadera ambas proposiciones que la forman deben ser
verdaderas.

Llamaremos disyuncién entre dos proposiciones dadas p y ¢, a la proposicion que
simbolizaremos como PV (. En el caso de las dos proposiciones enunciadas anteriormente,

la conjuncion entre ellas queda planteada como:

“Los gatos son mamiferos o la raiz cubica de —8 es —2”’ (se simboliza P Vv Q)

(Qué sucede con el valor de verdad de una disyuncién? Basta con que alguna de las
proposiciones que la forman sea verdadera para que la disyuncion también lo sea.

Ejercicio 5: Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas

a)5>2

b) -3 es un numero natural o (—3) =9

c¢) El nimero 2 es primo 6 es impar

d) El nimero 2 es primo y es impar

e) a’—b*=(a+b)@a-b) y (a+b) =a?+2ab+b?, siendo a y b nimeros reales
cualesquiera.

f) > es un numero racional y 0 es par

g)3<2A5>1
h) 3<2V5>1
1022 y 5<5
DN9=3 y J9=-3

k) Un cuadrilatero es un poligono de 4 lados y 10 es divisible por 2

Veremos que, en ocasiones, dada una proposicion p, es necesario trabajar con la negacion
de p (se simboliza ~p), de tal manera que si p es verdadera resulta ~p falsa y viceversa.



Por ejemplo:
e Para la proposicion p: “Roberto es argentino” resulta su negacion ~p:
“Roberto no es argentino”.

e Para la proposicion p: “9>3” resulta que su negacion es ~p:

cc\/§3337.

.Como negar una conjuncion o una disyuncion de proposiciones?

Nos interesa, ahora, ver como se hace para establecer la negacion de una proposicion de la
forma (p A ¢q) ounade la forma p v ¢, es decir, cual es la “forma” que adquiere la negacion
de una conjuncién o de una disyuncion.

Antes, recordemos que, el hecho de que una proposicion p sea verdadera, es equivalente a
que su negacion, ~p sea falsa.

Teniendo en cuenta esto, una manera de pensar por qué una conjuncion (p A ¢) es falsa (o,
lo que es equivalente, por qué es verdadera la proposicion ~ (p A q)), es a partir de las
condiciones que hacen que una conjuncion sea falsa: que alguna de las proposiciones que la
componen sea falsa. Pero, si alguna de las proposiciones, la p o la ¢ son falsas, es porque son
verdaderas algunas de sus negaciones, es decir que, ~p es verdadera o ~q es verdadera. De
este modo, sip A g es falsa, a partir de lo que acabamos de explicar resulta, entonces, que la
proposicion que es verdadera es(~ p) Vv (~ ¢). Asi, la proposicion que resulta como negacion
de una conjuncion (p A q) es equivalente a la disyuncion de las negaciones de p y de ¢.
Podemos, entonces, enunciar una propiedad para este tipo de proposiciones compuestas, que
es la siguiente:

Si p y ¢ son proposiciones, entonces se verifica que la negacion ~ (p A ¢) es equivalente a
la proposicion (~p) v (~ ¢q) es decir:

~(p A q) tiene el mismo valor de verdad que (~p) v (~¢q).

De manera analoga, se razona para decidir cudndo es falsa una disyuncién. Una manera de
pensar la negacion de la proposicion (p v ¢) es como la conjuncidon de las negaciones de
ambas proposiciones (las de p y ¢g), es decir, como (~p) A(~¢q) (recordar que una
disyuncion p Vv q es falsa solo cuando ambas proposiciones, la p y la ¢ son falsas). Asi, la
negacion de una disyuncion es equivalente a la conjuncion de las negaciones de p y de g.
Aligual que antes, surge, entonces, la siguiente propiedad para la negacion de una disyuncion
de proposiciones:

Si p y ¢ son proposiciones, entonces se verifica que la negacion ~ (p v ¢) es equivalente a
la proposicion (~p) A (~ ¢q) es decir:
~(p Vv q) tiene el mismo valor de verdad que (~p) A (~¢g).

En resumen, lo que podemos decir es que,
e lanegacion: ~(p A ¢q) se enuncia como (~p) V (~¢q)
e lanegacion: ~ (p Vv ¢g) se enuncia como (~p) A (~¢q)

Como ejemplo: si tenemos, independientemente de su valor de verdad, la proposicion

6




“k es un numero entero par y multiplo de tres”
Su negacion es:
“k es un numero entero impar o k no es multiplo de tres”
Si, ahora, la proposicidon enunciada para dos nimeros enteros a y b es:
“(a + b) es un numero entero par o, (a . b) es un numero entero par”
Su negacion es:
“(a + b) es un numero entero impary (a . b) es un numero entero impar”’

Observacion: En algunas ocasiones, para verificar que una determinada proposicion es
verdadera, puede apelarse al recurso de ver que la negacion de dicha proposicion es falsa. En
el caso de que las proposiciones sean conjunciones o disyunciones, para apelar a este
procedimiento, hay que tener en cuenta las reglas que hemos planteado para las negaciones
de cada una.

. Como negar una proposicion enunciada a partir de cuantificadores universales y
existenciales?

Como dijimos anteriormente, una proposicion enunciada mediante un cuantificador
universal, es la que afirma que cierta condiciéon P (propiedad, caracteristica, etc) es
verificada por todos los elementos de un conjunto U. Tal tipo de proposicion puede
expresarse en la forma genérica:

Vx € U, P(x) *)
que afirma que todo elemento x de un conjunto U satisface la propiedad P.

La negacion de la proposicion (*) expresa, coloquialmente, que no es cierto que todos los
elementos de U verifican la propiedad P, o lo que es equivalente, hay elementos de U
que NO verifican la propiedad P. Observar que esto NO es lo mismo que decir que ningiin
elemento de U la verifica... solo afirma que hay algunos que no la verifican.

Acordemos en la siguiente notacion: si algiin elemento NO verifica la propiedad P, diremos
que verifica su negacion, es decir, verifica lo que notaremos como ~P (que en algunos
textos podran encontrar también expresada como —P u otro simbolo antecediendo a P, que
solo indica que NO se verifica P, mas alla de que ese NO lo indiquemos con —, con ~ 0
cualquier otro simbolo a modo de negacion). En nuestro caso, negar la proposicion (*) es
afirmar que, tal como lo sefialamos anteriormente, hay elementos de U que NO verifican
P, o dicho de otro modo, que hay elementos de U que verifican ~P.

Que haya algunos elementos de U con ciertas caracteristicas, lo sefialamos diciendo que
“existen elementos de U que poseen cierta caracteristica”, y si la caracteristica es que
verifique —P, lo indicaremos, simbdlicamente, como:

Jx e U: ~P(x)

Resumiendo, la proposicion que corresponde a la negacion de una proposicion de la
forma:

Vx € U, P(x)
es la que se simboliza como:
dx € U: ~P(x)
7



De manera similar, es decir, razonando en la misma direccion que acabamos de hacer, una
proposicion enunciada mediante un cuantificador existencial, de la forma:

dx € U: P(x)

(que expresa que: hay elementos x en el conjunto U que verifican la propiedad P) se
niega diciendo que no es cierto que haya elementos de U que verifiquen P, o lo que es
equivalente: ninglin elemento de U verifica P, que, a su vez, también puede expresarse
como todos los elementos de U verifican ~P.

En resumen, la negacion de una proposicion de la forma
dx € U: P(x)
se expresa, simbdlicamente, a través de la proposicion:

Vx € U, ~P(x)

Ejercicio 6: Escribir la negacion de cada una de las siguientes proposiciones cuantificadas,
siendo X un nimero real

a) VxelR, x> 20

b) Existen nimeros negativos (se la puede expresar como: IxelR: x < 0)
c¢) Algun alumno de esta comision es extranjero

d) Todos los alumnos de esta comision tienen mas de 17 afios.

e) VxelR,x +1=28

f) IxelR: x* >0

g) Algiun namero natural es negativo

h) Todo ntimero natural tiene un siguiente

1) Algunos numeros reales tienen inverso multiplicativo

Otros “conectivos” para las proposiciones
Otra proposicion compuesta muy utilizada en Matemaética es la llamada implicacion.
Consideremos las siguientes proposiciones (*):

p: Jorge naci6 en Buenos Aires
q: Jorge naci6 en Argentina.

No conocemos el valor de verdad de cada una de ellas, pues no sabemos quién es Jorge. Pero
aun asi, es posible asegurar que si p fuera verdadera, entonces q también lo seria. Dicho
de otro modo: de la verdad de p se deduce o infiere la verdad de q o, mas usualmente: si
ocurre p, entonces, ocurre .

Esta tltima frase puede escribirse, en simbolos, como: p = q

El simbolo “=" hace referencia a la implicacion y puede leerse “implica”; p es el
antecedente de la implicacion y q es el consecuente de la implicacion. Se dice también que

consecuente q “se infiere” del antecedente p, o también, que q “es una consecuencia” de p.

Volviendo entonces al ejemplo anterior (*), podemos escribir en forma simbolica:



p = q: “Jorge naci6 en Buenos Aires = Jorge naci6 en Argentina”
o también, en lenguaje coloquial:
Si Jorge nacié en Buenos Aires, entonces Jorge nacié en Argentina

Para determinar el valor de verdad de una implicacién, vamos a ayudarnos con el siguiente
ejemplo, donde un padre le promete a su hijo:

“Si te portas bien, entonces te compro un helado”. (;Cuél es la proposicion p y cudl es la g?)

(En qué caso el padre no habra cumplido su promesa? Solamente en el caso en que su
hijo se porte bien y el no le compre su helado.

Queremos decir que una implicaciéon: p = q serd falsa solamente cuando p sea
verdadera y q falsa. (Porque solo en ese caso de la verdad de p no se deduce la verdad de

)

Veamos una implicacion falsa:

“x <20 = x<10” Es una proposicion falsa, dado que saber que x <20 no asegura que
x <10.Y es posible elegir un valor de x que confirme esto. (Por ejemplo: x = 18)
Un ejemplo como este, que muestra que una implicacion es falsa, se llama contraejemplo.

Ejercicio 7: Determinar si las siguientes implicaciones son V o F. Escribir un contraejemplo
cuando corresponda.

a)vVxeR, x>20=x>10

b) Pablo naci6 en Argentina = Pablo naci6 en Castelar

) a es un numero par = a es multiplo de 2

d)Si X>Yy entonces X=>Y siendo x, y reales

e) Si X<y entonces X<Y ,siendo x,y reales
HvxeR, x<10=x<7
g)lVaeR, a®>>0 implicaque a>0

Ejercicio 8: Completar las siguientes proposiciones con = 0 < de modo que resulten
proposiciones verdaderas.

a) x es un cuadrilatero.... x es un cuadrado

b) El tridngulo T es equilatero........ T es isosceles.
2 . ,

c)a >0....a>0 siendo a un numero real

d)a>b....a>b,siendo a y b nimeros reales

e) Six es argentino ..... X €s americano,



Queremos agregar algo mas acerca de las implicaciones. Si p = q, sabemos que de la
verdad del antecedente p se deduce la verdad del consecuente q. Por lo tanto suele decirse
que p es una condicion suficiente para q. También puede decirse que el consecuente q es
condicion necesaria para p.

Asi, la implicacion:
X es un cuadrado = X es un rectangulo

puede escribirse:
X es un cuadrado es condicion suficiente para que X sea un rectangulo

O también,
X es un rectangulo es condicion necesaria para que X sea un cuadrado.

Para finalizar con el estudio de los conectivos, veremos ahora la doble implicacion o
equivalencia.

Analicemos las proposiciones
p: a es divisible por 2
q: a es nimero par.

Observemos que las implicaciones p = q yq = p son verdaderas. Esto puede resumirse
en una sola expresion escribiendo p < q.

Decimos, en este caso, que p equivale a g, o también que hay una doble implicacion entre p
y q. Es importante entender que si tenemos una equivalencia entre las proposiciones p y q,
entonces p y q son dos modos de decir lo mismo.

Implicaciones relacionadas entre si
Dada la implicacion p = q (que llamaremos directa) es posible considerar otras 3
implicaciones que pueden construirse a partir de ella, que son:

la reciproca: q=r7p
la contraria: ~p = ~q
la contrarreciproca: ~q = ~p.

Veamos un ejemplo:

Dada la proposicion directa (p= q): “Si un nlimero entero x es multiplo de 4 entonces es
multiplo de 2” (siendo p: x es multiplo de 4 y q: x es multiplo de 2)

La proposicion reciproca (q = p) es: “Si un numero entero x es multiplo de 2 entonces es
multiplo de 4”

La proposicion contraria (~ p = ~q) es: “Si un numero entero x no es multiplo de 4
entonces no es multiplo de 2”
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La proposicion contrarreciproca (~ q = ~p) es: “Si un nimero entero x no es multiplo de
2 entonces no es multiplo de 4”

Ejercicio 9: Escribir las proposiciones: reciproca, contraria y contrarreciproca, y determinar
el valor de verdad de cada una de las siguientes implicaciones.

a) Si n es multiplo de 6, entonces n es multiplo de 2 y de 3.
b) Ser argentino implica ser lujanense.
¢)Si x es un cuadrado entonces los lados de x son iguales.

Es posible demostrar (nosotros no lo haremos) que una implicacion y su contrarreciproca
siempre comparten el valor de verdad: o son ambas verdaderas o ambas son falsas.

Una introduccion al estudio de las Demostraciones
e ;Serd verdadera la igualdad (a + b)? = a® + 2ab + b?, cualesquiera sean los
nimeros a y b?

Observemos que puede establecerse la siguiente cadena de igualdades:

(a+b)? = (a+b)la+b) = a.a+a.b+b.a+b.b =
Definicion Prop. distributiva Prop. conmutativa

=a.a+ab+ab+b.b=a?+2ab+b?

Esta cadena de igualdades garantizada por las propiedades distributiva y conmutativa nos
muestra que efectivamente la igualdad es verdadera para cualquier par de numeros reales
a 'y b. Se trata de un razonamiento que justifica, sin duda alguna, que la propiedad dada es
verdadera.

Un razonamiento de este tipo se llama demostracion.

Veamos otro ejemplo. ;Serd verdadero que, para a y b nimeros reales,
a—b=5=(a+b)*>=25+20b+4b%?

Esta vez, la propiedad tiene forma de una implicacion. Es comln llamar, en estos casos,
hipotesis al antecedente y tesis al consecuente. A toda la implicacion, se la llama teorema
en el caso que resulte ser verdadera.

Antes que nada debemos observar que, tratdndose de una implicacion, no hay que demostrar
que la igualdad (a + b)* = 25 + 20b + 4b° es verdadera sino que, de la verdad de la hipotesis,
es decir, de saber que a—b=5, debe deducirse la verdad de la tesis:
(a+ b)>=25+20b + 4b°.

(Como podemos demostrar esto? Una forma es la siguiente.
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Vamos a partir del primer miembro de la tesis (a + b)?, y utilizando la informacion de la
hipotesis a — b =5 (o sea, suponiéndola verdadera) trataremos de llegar al segundo miembro
de la tesis 25 + 20b + 4b2.

Observemos que, de la hipotesis, puede deducirse que a =5+ b con lo cual, podemos
establecer la siguiente cadena de igualdades:

(a+ b)? = (G+b)+b) =(5+2b)? =

Por hipétesis: a=5+b Definicién

= (5+ 2b).(5+ 2b) = 25+ 10b + 10b + 4b? = 25 + 20b + 4b?

Prop. distributiva

Esta cadena muestra que, si suponemos verdadera la hipotesis, entonces la tesis es verdadera,
o sea que demuestra la implicacioén dada.

o Veamos otro ejemplo mas. Se nos pide demostrar que: Si un numero entero es
par, entonces su cuadrado también lo es.

La propiedad puede escribirse simbolicamente:
“a es un namero par’ =

13

a es un namero par”

Vemos que la hipotesis H es: a es un numero par

y latesis T es: a’ es un niimero par

Y puede ayudarnos lo siguiente: si un niimero a es par, podemos decir que existe algun
numero entero n de modo que puede escribirse como a = 2n.

Para elaborar una demostracion de la propiedad anterior, analicemos ahora las siguientes
implicaciones:

a es un niimero par = IneZ: a =2n => IneZ: a* = (2n)* = IneZ: a* = 4n* =
= IneZ: a*> =2.2n*) = a®> = 2h con h = 2n? y, por lo tanto 4 € Z = a* es un niimero par

Queda demostrado, entonces, que partiendo de la hipdtesis H puede deducirse la tesis T.

Hemos dicho, anteriormente, que una implicacion de la forma “p = ¢’ y su contrarreciproca
“~q = ~p” siempre tienen el mismo valor de verdad. Por esto, para demostrar un teorema
enunciado en el formato “p = ¢”, podemos demostrar su teorema contrarreciproco,
“~q = ~p”, que equivale al primero. A esta forma de demostrar una proposicion o teorema
se la suele llamar demostraciéon por reduccion al absurdo, y consiste, entonces, en asumir
la validez de la proposicion “~g” para arribar a la validez de la proposicion “~p”. Decimos
que se “suele” llamar “por reduccion al absurdo” a la demostracion de una proposicion
abordada desde la intencién de demostrar su enunciado contrarreciproco porque,
esencialmente, se tratan de dos métodos distintos, pese a que tienen cierta (mucha)
similaridad. Como no entraremos en detalles acerca de las diferencias que existen entre
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ambos enfoques de una demostracion consideraremos, en el marco de nuestro trabajo, como
reduccion al absurdo, a ambos procedimientos.

Veamos un ejemplo de como demostrar una proposicion a partir de demostrar su enunciado
contrarreciproco cosa que, ademas, nos representa un ejemplo mas de cémo llevar adelante
una demostracion. Lo que es importante es tener en cuenta que, las demostraciones de las
proposiciones que hemos presentado en el texto, no representan la tinica forma de demostrar
dichas proposiciones. Puede haber mas de un modo de demostrar y, también, de presentar
una demostracion para una misma proposicion.

Como ejemplo, entonces, demostrar la siguiente proposiciéon enunciada para un niimero
entero a:

(*) “Si @ + 2a es un namero impar, entonces, @ es un namero impar”
En esta proposicion, escrita en la forma “p = ¢ tenemos que
p es la proposicion: “a® + 2a es un niimero impar” y
¢ es la proposicion: “a es un nimero impar”
Demostrar la validez de la proposicion (*) es equivalente, como dijimos, a demostrar la
validez de su afirmacién contrarreciproca “~q = ~p”
En este caso, “~p” seria la afirmacion: “a” + 2a es un numero par”’ y “~q” diria: “a es un
nimero par”
Para demostrar la proposicion (*) demostremos, entonces, su proposicion contrarreciproca,
es decir, demostremos la validez de la afirmacion (CR) que dice

(CR) “Si a es un nlimero par, entonces, a* + 2a es un niimero par”

Para demostrarlo partimos, entonces, de suponer que a es un numero entero par (es decir, de
asumir que estamos en la situacion planteada por “~g”).
Veamos como seria una posible demostracion en este caso:

Demostracion:

Si a es un numero entero par, entonces, existe un niumero entero £ de modo
que puede escribirse: a =2k. Entonces, a’ = (2k)’> =4k*> y asi, entonces, se tiene que
a*+2a =4k> + 2.2k =22k + 2k), es decir, a*> + 2a = 2(2k* + 2k), entonces, a*>+ 2a =2n,
con n =2k*+ 2k que es un nimero entero. Entonces hemos visto que, existe un niimero
entero n de modo que a® + 2a = 2n y, entonces, a2 + 2a es un niimero entero par.

Hemos probado, asi, que es valida la afirmacion: “Si a es un numero entero par, entonces,
@’ + 2a es un numero entero par”, que no es otra cosa que la implicacién contrarreciproca
(CR) de la proposicion (*) que se nos habia pedido demostrar. Por lo tanto, dada la
equivalencia entre ambos enunciados (proposiciones) queda probado, a través de lo que
mencionamos como método de reduccion al absurdo, que es valida proposicion (*): “Si
@’ + 2a es un numero impar, entonces, a es un nimero impar’.

Si escribimos en un modo mads simbolico la demostracion, tal como lo hemos hecho en las
anteriores, podriamos reemplazar por el simbolo “=” de la implicacion, la palabra
“entonces” en varios momentos de la demostracion. En ese caso, podria quedar méas o menos
como mostramos ahora:
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a es un nimero entero par =  3JkeZ:a=2k = dkeZ: a*= 2k =4k

Definicion de
numero par

=

——
Reemplazando

= 3keZ: a® +2a =4k + 2.2k = dkeZ: a® +2a =202k +2k) =

5 Factor comun
a®+2a=2n,con

n=2k+2k neZ = IneZ: a* +2a=2n = a® + 2a_es un nimero entero par.

Proponemos que, antes de continuar con la lista de ejercicios de este trabajo practico, se haga
el intento de demostrar, a través del método del contrarreciproco, la siguiente proposicion
enunciada para un nimero entero k:
Si “Tk + 57 es un numero par, entonces, “k” es un numero entero impar” (D)

Para hacerlo, sugerimos pensar (y escribir) quiénes son las proposiciones p y g de forma que
la proposicion (D) a demostrar pueda ser planteada en la forma “p = ¢”, luego formular las
negaciones de cada una y escribir el enunciado contrarreciproco de (D). Una vez hecho estos
pasos, comenzar con la demostracion.

Ejercicio 10. Demostrar las siguientes proposiciones, enunciadas para cualesquiera sean los
numeros reales a, b, x e y. (En algunas propiedades, solo debe pedirse que sean niimeros
enteros. Analizar en cuales):

a)a+b=3=a’+b*=2a>6a+9
bx—y=1=x>—)y*=1+2y

¢) Si a es impar entonces el cuadrado de a también es impar.
dx+a+2=8a=x*+3a=49a> - 25a + 4

e) La suma de un numero par y uno impar es un nimero impar
f) x es impar = 3x es impar
ga+2=b=3b+5a=8a+6

h) n es multiplo de 4 = n es multiplo de 2

i) (a —b)* =a’—2ab + b’

DX =y =(x-px+y)

k) a® — b* = (a — b)(@® + ab + b?)

Ejercicio 11 a) Enunciar la negacion de la proposicion:
“Y k,m e Z, k+ m esun nimero par y k. m es un numero impar”

(Es verdadera o falsa la proposicion anterior? Justificar adecuadamente
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b) Decidir si es verdadera o falsa la siguiente proposicion, justificando la decision tomada, y
enunciar su negacion:

“Jk,m e Z: (k+ m)? es multiplo de cuatro o (k + m)* = (k + m).(k — m)”

¢) Decidir si es verdadera o falsa la siguiente proposicion enunciada para nimeros enteros p
y ¢, justificando la decision tomada, y enunciar su proposicion contra reciproca:
“Si p.¢g es un numero impar, entonces, p + ¢ s un numero impar y (3p — ¢) €s un numero
par”
Ejercicio 12: a) decidir, justificando adecuadamente, si es verdadera o falsa la siguiente

proposicion Ix EN :2x+1=4 Vv x—1=18
b) Escribe su negacion

Ejercicio 13: Dada la proposicion
“Ja, b €lR: (a + 2b) es un numero racional v (a —2b) no es un numero racional”

Decidir, justificando adecuadamente, si es verdadera o falsa, y enunciar la negacion de la
proposicion dada.

Ejercicio 14: Dada la proposicion:

“Existen nimeros reales a y b que verifican la igualdad (a + b)? = a? + b?”

a) decidir si es verdadera o falsa, justificando adecuadamente la decisién tomada.
b) enunciar la negacién de dicha proposicion.

Ejercicio 15: Dada la proposicion:

“Cualesquiera sean los nimeros reales a y b que verifican la igualdad (a + b)? = a? + b?”
a) decidir si es verdadera o falsa, justificando adecuadamente la decisién tomada.

b) enunciar la negacién de dicha proposicion.

Ejercicio 16: Dada la proposicion

“da, b elR: (a+3b) e Qv (a—3b) ¢Q”
Decidir, justificando adecuadamente, si es verdadera o falsa, y enunciar la negacién de la
proposicion dada

Ejercicio 17: Dada la proposicion:

“Cualesquiera sean los nimeros reales a y b que verifican la igualdad (a — b)? = a? — b?”
a) decidir si es verdadera o falsa, justificando adecuadamente la decision tomada.

b) enunciar la negacion de dicha proposicion.

Ejercicio 18: Dada la proposicion
“Ja, b €lR: (a + 2b) es un numero natural y (a— 2b) no es un nimero natural”

Decidir, justificando adecuadamente, si es verdadera o falsa, y enunciar la negacion de la
proposicion dada.
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