ALGEBRA

| Este material contiene resimenes tedricos, de los contenidos minimos necesarios que el

estudiante debe asimilar, también con el rétulo de “Seminarios” se presentan ejercicios a
desarrollar y de opciones multiples, todos ellos con su respectiva respuesta, para su
autoevaluacion.

Los temas del Texto basico que no se consideren en este material son opcionales para
el estudiante y no exigibles al momento de la evaluacion.

Para su mejor orientacion le presento un indice que lo ayudara a ubicar los temas en
esta guia.
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ALGEBRA

L as ecuaciones han sido tema de estudio en €l ciclo primario y en el secundario, aqui hacemos

un breve repaso de ellas. Se advierte que en €l texto de la bibliografia basica se asume que €l
estudiante tiene un amplio manejo sobre €l tema, es por ello que si tiene dudas debera efectuarlas en
formavirtual. El presente material contiene un resumen teorico, ejercicios a resolver y un
practico complementario que incluye distintos tipos de planteos con solucion.

ECUACIONES

(QUé le sugiere estaexpresion “ x+1=377?
Posiblemente, piense....“Esta es unaigualdad” ¢ tal vez “Es unaigualdad que se satisface
unicamente parax=2.”"

o Asi, en estaunidad lo que intentamos estudiar son, igualdades entre expresiones algebraicas
que se verifican para ciertos valores de las letras, denominaremos ecuaciones a dichas
igualdades e incdégnitas a las letras.

0 Losvalores que satisfacen la ecuacion reciben el nombre de raices o soluciones de la misma.

L as ecuaciones son importantes a la hora de resolver problemas, y €l éxito de nuestro trabgjo

dependera, en principio, de la traduccion que hagamos al lenguaje matematico de dicho problema.
V eamos como hacerlo, en una situacion particular.

El gerente de produccién de una pequeiia empresa dispone de un presupuesto de $8000 que desea
destinar totalmente a la produccion mensual, sabe que los gastos fijos ascienden a $500 por mesy
que €l costo de fabricacion de cada producto es $30. Se pregunta, bajo estas condiciones, ;cuantas
unidades como maximo podra producir por mes?.

El primer paso para resolver un problema es analizar detenidamente la situacion, estableciendo
cuales son lasincognitas y cuales son datos.

En nuestro caso laincognita es "la cantidad de unidades a producir por mes*, lacua puede ser
representada por laletrax.

X : "cantidad de unidades a producir por mes"

Losvalores 30, 500 y 8000 son datos, ahora debemos traducir al lenguaje algebraico 1o que ellos
representan.

Como producir una unidad le cuesta $30, €l costo de produccion de "x" unidades sera:
30 x

pero ademas existe un gasto fijo mensual de $500, independiente de |as cantidades producidas, que
habra que agregar a gasto total.



30 x + 500
Si el gerente dispone de un presupuesto de $ 8000, quiere decir que el gasto maximo que puede
realizar en la produccion esigua a$8000, asi lasituacion planteada puede ser representada
a gebraicamente por la ecuacion:
30 x + 500 = 8000
Hemos obtenido una ecuacion, que debido a su estructura, se la denominalineal.
0 Una ecuacion lineal en una variable x es una ecuacion donde la incognita esta elevada a la
potencia 1, y en general puede escribirse en la forma: ax+b=0 dondeay b son
constantes y a es distinto de cero.

El proceso de encontrar las raices se denomina resolver la ecuacion.

Laidea es transformar la ecuacion, através de operaciones algebraicas, en otramas simple simple
de resolver, pero gue admite las mismas raices que la ecuacion original.

0 Enta sentido diremos que dos ecuaciones son equivalentes S y s6lo si tienen las misma
soluciones.

(Como pasar de una ecuacion a otra equivalente?
Para ello podemos valernos de las siguientes operaciones algebraicas:
1) Sumar a gebraicamente a ambos miembros de laigualdad |a misma expresion.
2) Multiplicar ambos miembros de laigualdad por un mismo factor no nulo.
Por ejemplo si queremos dar solucion al problema planteado por el gerente de laempresala
ecuacion aresolver es
30 x + 500 = 8000

Como €l objetivo es encontrar el valor de X, parece razonable tratar de "aidlar” de algin modo la
variable en cuestion. Si sumamos a ambos miembros de laigualdad (-500 )

30 x + 500 - 500 = 8000 - 500
obtenemos una ecuacion equivalente, mas simple que laoriginal,
30 x = 7500

pero ain no hemos encontrado laincognita. Podemos entonces simplificar masla ecuacion s
multiplicamos ambos miembros por 1/30

1/30 30x =21/30 7500
dedondesurgeque x=2500

Asi e gerente de la empresa podra producir, de acuerdo a su presupuesto, 2500 unidades mensuales.



Q OBSERVACI ON: Por lo genera e estudiante para encontrar el valor de x usareglitas tales
como:

» "Lo que esta sumando en un miembro pasa restando a otro",
> "lo que esta multiplicando pasa dividiendo".

Estas reglitas no son incorrectas, pues en cierta medida constituyen una forma abreviada de las
operaciones enunciadas, el problema esta en la forma indiscriminada en que se las aplica.
iEsté atento!

Ahoraveamos si puede resolver el siguiente problema.

 d
Actividad 1:

El padretiene 32 afios y €l hijo 5. ;Al cabo de cuantos afios sera laedad del padre diez veces mayor
quelade hijo?

No todos los problemas involucran una sola variable, puede que en el planteo surjan dos, tres o mas
incognitas, y cuanto mayor es el nimero de ellas, mas complicada es |a bisqueda de sus soluciones.

o Dentro de lagama de posibilidades que pueden darse, tenemos el caso de una ecuacion lineal
con dos variables x e y, la cual tiene la siguiente estructura:

ax+tby=c
donde a, by ¢ son los parametros de la ecuacion con ay b distintos de cero.
Ejemplifiquemos a través de un problema particular.
Supongamos que un criador de animales puede adquirir, parala alimentacion de los mismos, dos
tipos de productos A y B, ambos del mismo costo. Si sabe que &l aimento A contiene 60 gr. de
grasa por kg., miéntras que el alimento B contiene 30 gr. por kg. ;como debe combinar los

aimentos si desea que el contenido de grasa sea 600 gramos?

Llamemos
“x ” alacantidad de aimento A en lamezcla, en kg.
“y ” alacantidad de alimento B en lamezcla, en kg.

El aporte de grasadel alimento A es de 60 gr/kg. entonces el aporte de grasa de x kg sera

60 x
Analogamente el aporte de grasadel alimento B eny kg sera

30y
Dado que € aporte total debe ser de 600 gramos, el modelo que describe la situacion planteada sera

60 x + 30y = 600



Estamos en presencia de una sola ecuacion con dos incognitas, veamos cuales son |as soluciones,
S x=0 entonces y=20
Si x=5 entonces y=10
S x=65entonces y=7

o Cadaunade ellas se denominasolucién particular.

Asi podriamos encontrar infinitas alternativas de mezcla de |os alimentos que contengan un total de
600 gramos de grasa.

Podemos pensar que esta caracteristica, de poseer multiples soluciones se debe a que existe una
unica condicion y dosincognitas, de alli que una de ellas puede variar libremente.

0 Lasolucién general, se obtiene despgjando una de las variables en funcion de la otra, esto es
despejando x en términosdey 6 y en términos de X,

En nuestro caso, despgjemosy
60x +30y = 600

600 - 60 x
<===> NI e Paratodo x
30
Distribuyendo denominador, la solucion general sera:

y=20-2x Paratodo x
Es decir, cualquier solucion particular se obtiene dando a “x” un valor arbitrario.

Ademas se puede observar que si graficamos estas soluciones, o sea, 10s pares (X, y) que verifican la
ecuacion, en un sistema de coordenadas cartesianas las mismas se alinean formando una recta.
Por ejemplo en el caso anterior se obtendria la siguiente solucion grafica

A
Y

20

>
11\ X
(Qué ocurririasi en el caso anterior agregamos una nueva restriccion?

Por giemplo, que & criador de animales desee que la mezcla contenga exactamente 15 kg de
alimento.

Algebraicamente podemos expresar esta condicion através de la ecuacion

x+y=15



es decir la cantidad de alimento de tipo A mas la cantidad de alimento de tipo B debe ser igual a 15
kg.

Tendremos pues gue la solucion del problema consistira en encontrar los valores de x ey que
satisfagan simultaneamente ambas ecuaciones.

{60x+30y= 600
X+y=15

Esto es lo que se denomina un sistema de ecuaciones lineales, en este caso de dos ecuaciones con
dosincognitas.

0 Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas , tiene la extructura
{ ax+by=f
cx+dy=g
dondea, b, ¢, d, e f, g son constantes.
(Como obtener el conjunto solucion?

Para ello se han implementado numerosos métodos: por igualacion, reduccion, sustitucion, etc.

Apliquemos e método por sustitucion, el cual consiste en despejar de cualquiera de las ecuaciones,

"y

una de las incognitas, por ejemplo de la segunda ecuacion despejemos "y".

Asi
y=15-X

verificara la segunda condicion. Para que también verifique la primera deberiamos sustituir €l valor
dey en laprimera ecuacion por la expresion hallada anteriormente.

Esto es, si teniamos
60x + 30y = 600
reemplazamosy , de donde resulta
60 x + 30 (15 - x) = 600

la cual esunaecuacion de primer grado con unaincognita, que sabemos resolver.
Apliguemos propiedad distributiva

60 x +30. 15 - 30 x = 600
operemos algebraicamente

30 x + 450 =600



y despejemos.

30 x =600 - 450
x =150/ 30
Entonces
x=5

Pero para dar respuesta a nuestro interrogante también debemos encontrar €l valor dey.

Como vimos para que se verifique la segunda ecuacion "y" debia ser igual a15 - x , ahora dado que
x =5, resultael valor de y es 10.

Asi, larespuesta al problema planteado sera: para que el criador de animales obtenga una mezcla de
15 kg. con un aporte de 600 gramos de grasa debera usar 5 kg de alimento A y 10 kg de alimento B.

También podemos especificar la solucion, de una manera mas algebraica diciendo que:
“El par (x,Y) =(5, 10) eslasolucion del sistema.”
0 Resumamos el método de sustitucion como sigue:

- Despejamos de cual quiera de |as ecuaciones una de las incognitas.

- En la ecuacion restante sustituimos dichaincognita por su expresion equivalente, obteniendo una
ecuacion lineal con unaincognita.

- Resolvemos la ecuacion, y € valor encontrado se reemplaza en cualquiera de las ecuaciones
originales, buscamos entonces el valor de laincognita restante.

Ahora agreguemos al grafico anterior las soluciones de la segunda ecuacion.

Como nosinteresalos valores de x y dey que verifiguen simultaneamente ambas ecuaciones, la
solucion a sistema estara dado por lainterseccion entre ambos conjuntos de soluciones, es decir por
el punto de encuentro entre las dos rectas.

Y

2

N

m\m\ x>

En este caso hemos encontrado una unica solucion a nuestro problema, pero esto no siempre ocurre.

Veamos el siguiente sistema

2x+y =10
3x+32y=15

Despejemosy de la primera ecuacion



y =10-2x
sustituimos y en la segunda ecuacion por su expresion equivalente .
3x+3/2(10-2x) =15
aplicamos propiedad distributiva
3x+3/210-3/22x=15
3x+ 15-3x =15
Realizando |as operaciones indicadas, resulta
Ox + 15=15
iHemos obtenido una identidad! Esto significa que cualquierasea el valor de x, verificala
ecuacion propuesta. Toda vez que ello suceda diremos que el sistema es compatible
indeterminado, compatible porque admite solucion e indeterminado pues para cada valor de "x",
"y" asumira el valor "10 - 2x", como |o estableciala primera ecuacion.
Asi lasolucion como par ordenado en este caso sera:
(x,y)=(x,10-2x) Vx R

Finalmente consideremos el siguiente sistema,

2x+y =10
3x+3/2y=20

Es muy parecido al anterior, y los calculos son bastantes similares
Despejemos y de la primera ecuacion
y =10-2xX
sustituimos y en la segunda ecuacion por su expresion equivalente .
3x+3/2(10-2x) =20
aplicamos propiedad distributiva

3x+3/210-3/22x=20
3x+ 15-3x =20

Realizando | as operaciones indicadas, resulta

Ox + 15=20



iLlegamos a una proposicion que es falsa! obviamente 15 no esigual a 20, esto significa que no
existen x ey que verifiquen simultaneamente las dos ecuaciones propuestas.

Toda vez que ello suceda diremos que el sistema es incompatible, es decir no posee solucion.
0 Resumiendo un sistema de ecuaciones lineales sera:
Compatible determinado: cuando el sistema posea una tinica solucion.

Compatible indeterminado: cuando €l sistema posea multiples soluciones.
Incompatible: cuando el sistema no admita solucion.

I

Actividad 2:

Analice como serialavisualizacion grafica de un sistema de dos ecuaciones lineal es con dos
incognitas, compatible indeterminado y de un sistema incompatible.

Actividad 3:

Analice como serialavisualizacion graficade un sistema de tres ecuaciones lineales con dos
incognitas, compatible determinado, compatible indeterminado y de un sistemaincompatible.

O Sitenemostres ecuaciones lineales con tres incognitas se procede de manera similar teniendo
en cuenta que nuestro conjunto solucion, si existe, debe estar compuesto por ternas ordenadas.
Laidea basicaes pasar de un sistema de tres ecuaciones a un sistema de dos ecuaciones y luego
resolver como antes.

V eamos cuales son [os pasos a seguir, insistiendo en el método de sustitucion.

Consideremos €l sistema:

2Xx-y+z=3
X -z=-2
X+y+z=6

El primer paso es despejar una de las incognitas de cual quiera de las ecuaciones, en nuestro caso
conviene despgjar x de la segunda ecuacion.

X=-2+2
Una vez hecho esto, sustituimos €l valor de x por la expresion anterior, en las ecuaciones restantes

2(-2+2)-y+z=3
(-2+2)+y+z=6

Operamos algebrai camente en cada ecuacion

“4+2z-y+z2=3
-2+z +y+z=6



obteniendo un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
-y+3z =7
y+2z =8

Resolviendo como antesresultaque y =2 y z =3, pero paraencontrar €l valor de la solucion,
faltahalar el valor de x. Como esta variable habia sido despejada anteriormente:

X=-2+2

Reemplazamos z por 3, de donde surge que
x=1

Asi nuestro sistema es compatible determinado, siendo su tnica solucion laterna
xy.,z)=(1,273)

Al igua gue en el caso de dos ecuaciones con dos incognitas se podria haber presentado una
situacion de indeterminacion o incompatibilidad.

En todos |os casos los resultados pueden ser verificados através de su reemplazo en las
ecuaciones originales, este es un punto en que no nos detendremos, pero que sugerimos como forma
de autoevaluacion.

Planteo de problemas: (ver casos en Practico Complementario)

La solucion de una ecuacion, segun vimos, puede o no ser tarea facil, pero su planteo, en base alos
datos de un problema suele ser mucho mas dificil. Seguramente algunos son mas idéneos que otros
en esta tarea pero o cierto es que la practica puede ayudar a desarrollar una capacidad aceptable
paralaformulacion y laresolucion de las ecuaciones.

0 A manerade resumen podemos establecer que en general |0s pasos que se siguen para resolver
un problema son:

1) Leer el problema hasta comprender su enunciado.

2) Identificar los datos y lasincognitas del problema. Representando estas tltimas por letras.

3) Expresar algebraicamente larelacion existente entre los datos y las incognitas, através de una o
varias ecuaciones.

4) Resolver |as ecuaciones planteadas.

5) Verificar que los resultados obtenidos satisfagan |as ecuaciones planteadas y |a pregunta original
del problema.

10



SEMINARIO 1: ECUACIONES

Una “ecuacion” es una igualdad algebraica, que se verifica para ciertos valores de las letras, a las
cuales se las denomina incognitas.

El objetivo es entonces encontrar los valores que cumplen la igualdad y a los que denominamos
“solucion” de la ecuacion.

En este seminario partimos de ecuaciones lineales con una sola incognita, a modo de revision.
Luego se incorpora al andlisis varias ecuaciones con dos y tres incognitas, lo que da origen a
sistemas de ecuaciones lineales.

Se pretende rescatar algunas de las técnicas de resolucion, ya conocidas por el estudiante, y lograr
cierta ductilidad para el planteo de problemas de distinta indole que involucran incognitas.

Losgercicios 1, 2y 3, posiblemente parezcan algo elementales, pero es necesario que antes

de comenzar con actividades mas complejas el estudiante haya evacuado todo tipo de dudas en la
resolucion de ecuaciones con unaincognita.

~ Repaso
1) Encuentre el valor de x que verifique, en cada caso, laigualdad propuesta:

a3+x=7 b)-2+x=8 C)x-3=-2
d2x-1=5 e 3x-2=-2 f)2x-2=2x
g)3x-3=3(x-1) h)4x-1=3x 1) 20 x + 50 = 300

2) Resolver las siguientes ecuaciones lineales: (verifique el resultado obtenido)

a 2x- 3= x/2 by 2x-3 =-(x+3)+Xx
x-1 X-3
C) X= - +2 d 1+ -—-—-=-2
2 4
X-2 2x+1 3x-12 2x-4
€ ------- +1 = e -2 f) e Z e - (1/2) x
3 3 -2 -5

3) Planteey resuelva los siguientes problemas:

11



a) Si secolocan $5000.- aciertatasamensua se obtiene en un mesun interés, igual ala
guinta parte de lo invertido, ;cual eslatasaalacual se coloco el dinero?
(Argentina, afno ....?)

b) Un pozo coman posee $1500 se reparte entre cierta cantidad de individuos de manera
tal que cada uno de ellos obtiene $45, y ain quedan $5 por individuo en e fondo
comun,;jcuantas personas son |os beneficiarios de dicho fondo? (y porqué no
repartieron todo?)

c) Cierto evento escolar convoca a 1500 estudiantes, |0s cuales para unamejor
organizacion se han distribuido de tal manera que cada 45 estudiantes debe existir un
tutor. Si se sabe que después de ladivision solo un tutor no tiene 45 estudiantes sino 15
(acomodo) , ;cuantos tutores habia?

d) Seleinformaaun comerciante que el precio con recargo por pago en cuotas (del 24%)
de cierto producto es de $434.- ;Puede Ud. decirnos cual es el precio del producto sin
recargo.? (jojo! Su respuesta es valida s6lo por el dia de hoy. Mafiana debera
aplicar el indice de inflacion dado por el INDEC, ¢ el incremento del precio del

4

doélar, 6 el del Euro, O....... )

€) Una personarecibe una herencia que utilizade lasiguienteforma: 1/3 deellalo
destinaacomprar un automovil, con el 20% del resto paga sus deudasy |o que queda,
$ 24.000, lo deposita a plazo fijo en un banco argentino (;pobre...!) ;Cual esel monto
total delaherencia?

f) Unautomovilistarecorre 764 km ( es que tiene un auto con equipo de gas) en tres

etapas; en la segunda el recorrido es 124 km mas que en laprimera, y en latercera el
20% mas que en la primera. ; Cuantos km recorrié en la primera etapa?

g) Cierto automovilista harecorrrido latercera parte de la distancia que separa dos
ciudades, y sabe que si recorre 1/4 delo que lerestale quedaran sin recorrer 120 km.
¢ Cual esladistancia que separa ambas ciudades.? (disculpenlo, el automovilista era
miope...y no leyo el cartelito en la autopista)

Advertencia: El siguiente item esta fuera de contexto ;Porqué?

h) Se sabe quelabasey laalturade un rectangulo son talesla atura mide 2 cm. mas que

el doble de labase. Si lasuperficie del rectangulo es de 40 cm? ;cuanto miden labasey
laaltura?

rd

Actividades.

4) Resuelvalos siguientes sistemas de ecuaciones e interprete graficamente la situacion.
a) Xx+3y=-1 b) 3x=6-y c (12x+5y=1

12



2X- y=5 6x+2y=10 10y- 2=-x

5)
a) ;,Cual debe ser €l valor de k para que el siguiente sistema sea compatible indeterminado?

Xx=4-Kky
2x+2y=8

b) ;Cual debe ser el valor de m para que el siguiente sistema seaincompatible?

1/2x+5y=1
0y+3x=m

6) Planteey resuelva los siguientes problemas:

a) Enunaclase de Disefio € total de alumnos, varonesy mujeres, es de 52. Si el nimero
de alumnos varones es siete mas que el doble de mujeres, ;cuantas mujeresy cuantos
varones hay?.

b) Dos Agronomos han recorrido distintas distancias. La suma de las distancias recorridas
por ambos es igual a 11/2 de su diferencia. Ademas el que recorrié la mayor de las
distancias supera en 2000 km. a la recorrida por e otro. ;Cuantos kilometros recorrio
cada uno de ellos?

¢) Juan tiene el doble de clientes de los que tiene Pedro, pero si Juan le cede 10 clientes a
Pedro se quedara con 6 clientes menos que Pedro. ; Cuantos clientes tiene cada uno?

7) Resuelvay clasifique los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

a (-x+y+z=1 d | y+z=1
-Xx+3z=4 3x+y +2z=1
-2X+y=-4z+5 3X+2y+3z=2

b) [ 2x-3y =-1 e |-x+y +z=0
2X-2y-2=-2 -2X+2y =0
X+y-2=0 3X+y +2z=-4

o[ y-3z=5 f (x+y=1
-2X+y-5z2=2 y +z=1
2x+ 2z=1 X-z=1

8) Plantear y resolver los siguientes problemas:

13



a) Lagananciade una empresa esde $14.600. La misma se distribuye entre tres socios.El segundo
socio recibié el 10% menos que el primero y el tercero 3/4 partes mas que lo que recibio e primero.
(,Cuanto recibio cada uno.?

b) Lasumade tres nimeros es 9, el primero representa el opuesto del doble del segundo y €l tercero
es una unidad mayor que la suma del primero con el segundo. ;Cuales son estos naimeros?

¢) De 1350 alumnos que cursaron Algebra se informé que € nimero de alumnos regulares supera al
delibres en 100y que la suma de ambos supera en 50 al naimero de promocionados. ; Cuantos
alumnos resultaron libres, cuantos regulares y cuantos promocionados?

d) En un estadio hay presentes 3.500 personas, las cuales han abonado distinto importe de acuerdo a
su ubicacion en tres sectores; $10 por laPlatea A, $5 por laPlatea B y $2 por la Popular. Ademas
se nos informo que en la Popular hay un 50% mas de personas que en la Platea B. Si la recaudacion
total fue de $18.000 ;, cuantas personas habia en cada sector

9) Si a6 b son distintas de cero €l sistema de ecuaciones:

ax +by=c
-ax-by=d

a) Esincompatible siempre.

b) Es compatible indeterminado siempre.

¢) Esindeterminado parac=d

d) Esincompatible parac = -d.

e) Ningunade las alternativas anteriores es correcta.

10) El sistema de ecuaciones:

-X+y+z=1
-Xx+3z=4
-2X+y=-4z+5

a) Esincompatible.

b) Es compatible indeterminado.

¢) Es compatible determinado con x=-1, y=-1, z=1.
d) Es compatible determinado con x= 1, y=1, z=1.
€) Ningunade las alternativas anteriores es correcta.

14



PRACTICO COMPLEMENTARIO

Uno de los objetivos de esta asignatura, y probablemente el mas importante, es aportar una técnica para la

resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Previo a brindar este método puede ser interesante presentar casos de aplicacion, que tiendan a amenizar el
largo camino que implica contar con los elementos necesarios para que el método sea presentado de manera
formal.

Este practico complementario tiene por objetivo desarrollar en el estudiante cierta ductilidad en el
planteo de ecuacionesy constituye un primer desafio en cuanto ala toma de decisiones con base a
herramientas formales y avaladas universamente.

En las digtintas areas de trabajo, surgen situaciones que involucran incégnitasy que generan
ecuaciones, por €llo las ecuaciones son importantes a la hora de resolver problemas, y €l éxito de
nuestro trabajo dependera en principio de latraduccion que hagamos a lenguaje matematico de
dicho problema.

Frente a un problema que involucraincognitas ;qué pasos habra que seguir?

0 Leadetenidamente el problema hasta comprender perfectamente la situacion.

O Establezca cuales son lasincognitas asignandole letras (la descripcion de las
incognitas debe ser claray completa).

0 Rescate del enunciado los datos.
0 Indague las relaciones existentes entre los datos y las incognitas.

0 Traduzcadichasrelaciones al lenguaje algebraico.

| Pararesolver € siguiente practico sigalasinstrucciones del CUADRO anterior.
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1) Luego de 15 partidos sin perder, un equipo de fatbol tiene 25 puntos, si por cada partido ganado
seleasignan 2 puntosy por empate 1 punto, ;cuantos partidos gano y cuantos empat6?

2) José cobré por cierto trabagjo € doble de lo que tiene su esposa Maria ahorrado, pero si le da
$10 a su esposa tendra $6 mas que el total de Maria. ;Cuanto cobré José y cuanto tenia
ahorrado Maria?

3) Sequiere obtener 120 kg de masa para pan a partir de lamezclade tresingredientes (I, 11 y 111) .
Se nos informa que para que el sabor del pan sea aceptable el ingrediente | debe representar €l
20% de lamezcladelosingredientes |1 y 111 . Ademas se debe poner el doble del ingrediente 1|
que del . ; Cuantos kg de cada ingrediente debera contener |la mezcla?

4) A un grupo de 22 personas se les asignan 70 tareas. L as tareas se han clasificado en dos
categorias. A y B. Debido a esto se las harepartido de modo tal que cada persona del grupo
tiene asignado 6 4 tareas de categoria A 6 2 de categoria B, cubriendo asi exactamente €l total.
(,Cuantas tareas de cada categoria se les ha asignado a grupo?

5) Enunaplayade estacionamiento hay 135 vehicul os entre autos, motos y utilitarios. El nimero
de utilitarios superaa de motos en 10 y la suma de ambos supera a la cantidad de autos en 5.
(,Cuantos vehiculos de cada tipo hay en la playa de estacionamiento?

6) Unaaleacion deoro, platay cobre estal que 1/5 de su peso mas ocho gramos es de oro; 2/5 del
total mas cuatro gramos es de platay |a cantidad de cobre representa 3/5 partes de oro.
Investigue:

a) Cuantos gramos de cada elemento contiene la aleacion?

b) ;Cual esél peso total de la misma?

7) Un Problema De produccion.

Una compaiiia el abora tres productos cada una de los cuales debe ser procesado en tres
departamentos. Latabla 1 resume &l requerimiento de las horas de mano de obray las unidades de
materia prima de cada unidad de producto. Se dispone mensua mente de 1500 horas de mano de
obray 3800 unidades de materia prima. Si se desea una combinacion de los tres productos que
totalice 500 unidades, determine si existe esta combinacion de manera que agote la disponibilidad
delosinsumos.

Tablal
INSUMOS | PROD. PROD. PROD.
A B C
HORAS
DE MANO 3 2 4
DE OBRA
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UNIDADE
SDE
MATERIA 10 8 6
PRIMA

8) Otro Problema De produccion.

Una compaiiia el abora tres productos cada una de los cuales debe ser procesado en tres
departamentos. Latabla 2 las horas requeridas por unidad de cada producto en cada departamento.
Ademas, las capacidades semanales estan dadas en horas por cada departamento. Se pide
determinar s hay alguna combinacion de los tres productos que agote la capacidad semanal de los
tres departamentos.

Tabla?2
Departament | Prod. 1 | Prod. 2 Prod. 3 Hs.
0 disponibles
1 2 35 3 1200
2 3 25 2 1150
3 4 3 2 1400

9) Un Problema De Mezcla.

Una nutricionista esta planeando una dieta diaria que consiste en tres tipos de alimento. Conoce €l
aporte de vitaminas, hierro y proteinas de cada uno de los alimentos, los cuales se dan en latabla 3.
Por experiencia sabe que la dieta compl eta debe contener 52 unidades de vitamina, 56 unidades de
hierro y 34 unidades de proteinas. Determine si existe alguna combinacion de los tres alimentos
gue pueda satisfacer exactamente |os requerimientos minimos de vitaminas, hierro y proteinas.

Tabla3
Tipode |Vitamina| Hierro Proteinas
alimento S
1 4 2 1
2 6 8 6
3 3 4 2

10) En cierta oficina de gobierno se nos informa que existe una partida de $400.000que se debe
destinar totalmente a tres tipos de préstamos personal es de $1000, $2000 y $3000,
respectivamente.

Dadalafinaidad social delainiciativa, se impone que el niimero de préstamos de

$1000representen un tercio de la sumadel nimero de préstamos de $2000 y $3000.

Finalmente se establece que es indispensable que se otorguen en total 200 préstamos

personales.

a) /cuantos préstamos de cada tipo se deberan otorgar?

b) Sino existieralaimposicion de que el namero de préstamos de $1000representen un tercio
de la sumadel namero de préstamos de $2000 y $3000 ;qué puede concluir?

¢) ¢y s a loscondicionamientos originales se le adicionara que debe haber €l mismo nimero
de préstamos de $1000 que de $2000, qué pasaria?

11) Unaentidad de educacion privada hainvertido en los ultimos tiempos $18000 anuales en
publicidad televisivay grafica. Para el proximo afiio se considera que debe reducirse [o asignado
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aT.V.un 10%. Dado que la publicidad grafica ha tenido muy buena respuesta se piensa
intensificarla, con un aumento en su costo igual a 5%. Se conoce gue se gastara un monto total
de $17400. ;de cuanto sera lainversion en cadatipo de publicidad €l préximo aio?

12) Se desea obtener una mezcla de 100 litros con tres tipos de combustible (A, B y C) cuyos costos
por litrosonde $2, $1,5 y $1,3, respectivamente. El costo total de la mezcla debe ser de $153
y la cantidad de combustible A debe ser el doble deladel B ;cuantos litros de cadatipo de
combustible debe contener la mezcla?

13) El trigo disminuy¢6 su precio desde el aiio pasado a este un 20%. Para comprar 6 bolsas de trigo
este aiio gasté $1,20 menos que €l afio pasado para comprar 5 bolsas ;cual es el precio actual
del trigo y cual es el del afio anterior?

14) Uninversor tiene $500.000 parainvertir en tres tipos de negocios. Se esperaque €l primer tipo
de negocio le redituara un 15% de ganancias € segundo un 10% y el tercero un 18%. La meta
del inversionista eslograr un promedio del 15% entre las tresinversiones. Ademaslainversion
en el tercer negocio debe ser del 40% del total. ;Cual eslaaternativa que permite lograr todos
estos objetivos?

15) Un fabricante de caf¢ esta interesado en mezclar trestipos de semillas, para obtener 10.000
toneladas de una sola clase. Lostres tipos de semillas cuestan $2,4 ; $2,6 y $2 respectivamente.
Un experto en el tema le informa que para que el café adopte un sabor adecuado debera
introducir en lamezcla la misma cantidad de semillas A y B, y que siguiendo las indicaciones
dadas €l costo total sera de $21.000.;Cual debera ser la combinacion de las tres semillas que
verifigue las instrucciones del experto?

16) Se posee un presupuesto de $ 200.- que se quiere destinar totalmente a publicidad. La misma se
puede desarrollar por tres medios: TV, radio y avisos en periodicos. El costo de cada aviso en
TV esde $5, en radio de $3 y en periodico de $1. El nimero total de avisos debe ser de 64y se
quiere llegar a una audiencia de 7000 personas. Los medios de divulgacion nos han
proporcionado |os siguientes datos: Cada aviso en TV Ilega a una audiencia de 200 personas,
cada aviso de radio a 60 y cada aviso en periodico a una audiencia de 50 personas. Calcular €
namero de avisos publicitarios que debemos hacer en cada medio.

17) El naimero de habitantes de una poblacion B es un 50% menor que lade unalocalidad A. S
ademas se sabe que € total de ambas localidades representa el triple de los habitantesde B
,cual es el nimero de pobladores de cada localidad.?

18) Se quieren obtener 600 grs de cierta aleacion, a partir de la mezcla de tres metales (A,B,C) para
ello se establece que la cantidad de A representa dos tercios delade B y que C representala
mitad del total de A con B. ;Cuanto de cada metal se debe introducir en lamezcla.?

19) Cierta compaiiia fabricatrestipos dellantas: A, By C, paraello cada |lanta debe pasar por dos
secciones de trabajo. En la primera seccion se dispone actualmente de 1210 horas-hombre,
mientras que en la segunda se dispone de 1090 H/H. Se desea fabricar 150 llantas. Ademas se
sabe que en la primera seccion cadallanta detipo A requiere de 9 horas-hombre, cadallantade
tipo B requiere 7 horas-hombre y las de tipo C 5 horas- hombre. Analogamente en la segunda
seccion los requerimientos de horas-hombre son de 8, 5y 7 paralasllantasdetipo A,By C
respectivamente. Calcule el namero de Ilantas de cadatipo que se pueden fabricar.
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20) Se desea producir trestipos de articulos, € | requiere 2 unidades deinsumo A, 4 de B y ninguna
unidad de C. El Il requiere: 6, 10y 2 unidades deinsumo A, B y C respectivamente, y € 11
requiere: 4, 6 y 2 unidades deinsumo A, B y C respectivamente. Se disponen de 24 unidades de
insumo A, 42deBy 6deC.

a) Halar todaslas cantidades posibles de | os tres productos que requieran exactamente esas
cantidades de insumos.

b) Si e producto | cuesta $60 y los otros $10 cada unidad ; existe una solucion consistente en un
costo total de $270?

| El siguiente es un resumen teodrico que debe ser ampliado con |os conceptos existentes en la
bibliografia basica.
MATRICES:

Unamatriz de orden “mxn” es un arreglo rectangular de naimeros dispuestos en mfilasy n
columnas, los cuales se encierran entre corchetes. En general se denotan con letras maytscul as.

Por gjemplo:
7 2 5
A=
31 -1

en este caso A es unamatriz cuyo orden es 2x3.

Cada elemento de la matriz se denota en forma genérica a;; (dondei indicalafiladonde esta el
elemento y j indicala columna)

De esta manera podemos establecer 1a estructura general de una matriz mxn COMo:

dq1 @12 . .. Qi
1 2 ... don
A=
Am1 Am2 .. . Amn
Otranotacion que se suele utilizar es:
A=1[g ]mxn

Cuando & nimero defilas esigual a nimero de columnas se dice que la matriz es cuadrada 6 de
ordenn .

En tal caso los elementos que estan en los lugares a1, &, ....., an CONstituyen 1o que se denomina
diagonal principal de la matriz (es decir aquellos g; donde i=j)

Ejemplo:
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C= 041
-1 2 0 —p DIAGONAL PRINCIPAL

Actividad 1: ;cual esladiagona secundaria?

Matrices especiales:

Matriz nula: es aguella cuyos coeficientes son todos iguales a cero. Se suele denotar ¢
Ej:

0 0 00 0
b3 = dsxa=|00 0 0
0 0 0

00 O
00 O

Matriz triangular superior: es aguella matriz cuadrada donde los coeficientes que estan por
debajo de ladiagonal principal son ceros.

Ej: 135
T=| 0 3 6
00 1

Actividad 2: Defina matriz triangular inferior.

Matriz diagonal: es aguella matriz cuadrada donde | os coeficientes que no estan en la diagonal
principal son ceros.

Ej: 1
D=| O
0

Matriz Identidad: es aquella matriz diagonal donde los coeficientes que estan en la diagonal
principal son todosigualesal. Se denotacon laletral.

= 100
|3: 010 |4:
0 01

@ Busque en |os textos de apoyo otro tipo de matrices especiales.

o wo
RO 9

OO0k
oo o
oORr OO
» oOO0OOo

Operaciones con matrices:
Suma matricial:

Dadas dos matrices del mismo orden la matriz suma sera otra matriz del mismo orden que las dadas
cuyos elementos de la suma de | os respectivos elementos de | as matrices dadas.

Propiedades de la suma matricial:
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1) Asociativa (A+B)+C=A+(B+C)
2) Conmutativa A+B=B+A

3) Elemento Neutro A+o=A

4) Elemento simétrico u opuesto A + (-A) =¢

Producto de un escalar por una matriz:
El producto de un escalar por una matriz es otra matriz del mismo orden que la dada cuyos
coeficientes surgen del producto del escalar por |os respectivos elementos de la matriz.

Propiedades:

1) Asociativaparael producto de escalares. (aB)A = a(BA)

2) Distributiva con respecto alasumade matrices. o (A+B) =oA +aB
3) Didtributivacon respecto alasumade escalares. (a+p)A = aA+BA
4) Escaar 1 eséd neutro LA=A

Producto matricial:

Dadas dos matrices, Amx Y Boxn |a matriz producto sera unamatriz Cn, , tal que cada elemento c;
de C se obtiene como la suma de |os productos de |os coeficientes de lafilai de A por los
respectivos coeficientes de la columnaj de B.

P

En simbolos A x B =C, dondec; = Zaik.bkj ,para i=1,...mj=1,...,n
k=1

Se deduce que;

1) Para que dos matrices se puedan multiplicar el nimero de columnas de la primera matriz debe ser
igual a nimero de filas de la segunda matriz.

2) Lamatriz resultante sera una matriz con tantas filas como la primeray con tantas columnas como
la segunda.

Propiedades:

2) Asociativa (AxB)xC=Ax(BxC)
3) Distributiva con respecto ala suma de matrices. Ax(B+C)= AxB+AxC
3) Elemento absorvente. Axd=¢

4) Multiplicar unamatriz A por lamatriz identidad, adecuada, aizquierda 6 a derecha da por
resultado lamatriz A.

Observaciones:
1) El producto matricial No es conmutativo (en general, AxB =B x A)

2)AxB=AxC ;é B=C
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3)AXB=¢ 76 A=¢ 6B=¢

Actividad 3:

a) Busqueegemplosdel), 2)y 3)

b) No podemos decir que la matriz identidad es el elemento neutro del producto matricial
Jporqué?

Matriz transpuesta:
Dada unamatriz A su transpuesta se denota A’ y se abtiene ubicando las respectivas filas de A
como columnas de A’. Formalmente el elemento &; de A sera el elemento &’ de A’.

Ejemplo:
1 0
1 2 -
A= =A'=| 2 5
0 5 10
-310
Observar:

S A esdeordenmx n entoncesA’ esdeorde nx m.

(Cuando es posible efectuar e producto AA’? ;en tal caso cual es el orden de la matriz resultante?

Propiedades de la transpuesta:

1) Latranspuesta de latranspuestaesigual alamatriz original.
En simbolos A’y =A

2) Latranspuestade la suma esigual alasumade las transpuestas.
En simbolos (A+B)=B"+A’

3) Latranspuesta de un escalar por unamatriz esigual a escalar por latranspuesta de la matriz.
En simbolos (acA)Y =a. A’

4) Latranspuesta del producto esigual a producto de las transpuestas en orden invertido.

En simbolos (AxB)y =B’ xA’
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SEMINARIO 2: MATRICES

| Antes de resolver este practico, revise los siguientes conceptos:

- Matrices. Definicion. Orden. Notacion. Matrices especiales.

- Operaciones con matrices. Sumay producto por un escalar. Propiedades.
- Matriz transpuesta. Propiedades.

- Producto matricial. Propiedades.

g

Actividades.

1) Considere las siguientes matrices:

Obtengaas g D+E Db)E-F ¢)D+3F d)E-F+D

€) Lacombinacion lineal k1 D + k2 E + k3 F siendo k1=-1; k2=1/2 ; k3= 2

2) Dadas las matrices

2 - 2 -1 2
A=|0 1 B=|1 32 c=| -1

4 -3 1-14 0
Obtenga:

aAxB bBxA ¢CxB d) C'x 2B e A'xBxC
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3) @) ;Qué condiciones son necesarias para efectuar lasumay el producto matricial
respectivamente?

b) Determine los valores de los subindicesi, j, k, m, p, g, t, r paraque lasiguiente expresion
matricial tenga sentido:

Asyi B4xj - Ckxm D3xp + Fy2 = qur

4) Para que dos matrices se puedan restar:

a) las matrices deben ser del mismo orden.

b) las matrices deben ser cuadradas.

¢) e nimero de columnas de la segunda debe ser igual a niimero de filas de la primera.

d) el namero de filas de la segunda debe ser igual al namero de filas de la primera.

e) el nimero de filas de la segunda debe ser igual a numero de columnas de la primera.

5) Sean A y B dos matrices de orden n , | laidentidad. ;Cual de las siguientes afirmaciones es falsa:

AA-A=0 Db A=A OoIA=A d A-B= B-A ) A+B =B+A

6) Sea C lamatriz resultante de efectuar el siguiente producto matricial:

-1 02 1-1
01-1 -4 21 =C
12 -11

Entonces el valor de Cs, es:

a0 b)6 ¢)3 d-5 ¢€-3

7) Unamatriz se llamatriangular inferior cuando:

a) los elementos de la diagonal son nulosy los que estan por debajo de la diagona son distintos de
cero;

b) los elementos de la diagonal son unos;

¢) los elementos que estan por debagjo de la diagonal son todos distintos entre si.

d) todos los elementos que estan por encima de la diagonal son nulos,

€) todos los elementos de la diagonal son iguales entre si.

8) Si A esde orden 3x5y B es de orden 4x3, efectuando el producto entre ellas en el tnico orden
posible se obtiene una matriz C de orden:

a) 3x3 b) 3x5 C) 4x3 d) 4x5 €) bx4
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9) ; Cual/les de las siguientes afirmaciones es/son verdadera/s?

a) La suma de matrices no es asociativa.

b) El producto matricial es conmutativo.

¢) El producto de dos matrices del mismo orden es una matriz cuadrada.

d) El elemento neutro de la suma de matrices es la matriz identidad.

€) El elemento neutro del producto de matrices es la matriz nula.

f) Latranspuesta de |la transpuesta es |la matriz transpuesta.

g) Latranspuestadel producto es el producto de las transpuestas en €l orden invertido.

10) Sea A unamatriz de orden “ hxj “, B esotramatriz de orden “i x 2” y C otramatriz de orden
“k x r” de maneratal que (A — B) C =D, donde D posee 3 filasy 5 columnas, Obtenga los valores
deh,i,j, k,r.

11) Situacion problematica:
Una empresa construye trestipos de viviendas: A, B y C. Se conoce gque |os requerimientos de
mano de obray materiales son los siguientes:

Acero Madera Vidrio Pintura Mano de obra

A 5 20 16 7 17
B 7 18 12 9 21
C 6 25 8 5 13
Se quiere saber:

a) Para cada pedido en particular, de cualquier namero de viviendas de cada tipo, que cantidad de
materiales se necesitara.

b) Para cada lista de precios de insumos, que recepte la empresa constructora, cuales seran |0s precios
de costo individuales de cada tipo de casa.

C) ;Cual sera el precio de cadatipo de casa s se desea obtener un beneficio del 16% sobre €l precio
de costo, y ademas a ese monto hay que agregarle el IVA del 18%.

d) Basados en €l precio de venta cual sera el presupuesto, por tipo de vivienda, que la empresa
debe girar a compradores mayoristas de estas viviendas cualquiera sea el pedido.

13) Siendo A, By C matrices cuadradas cual de las siguientes afirmaciones es falsa:

a AB+C)=AB+AC

b) A=A

c0 ABC)=(BC)A

d B’+B=B([B+1)

e Cod= ¢, con ¢ lamatriznula.

14) ;Cuando una matriz se dice triangular superior?. ;Como definiriala matriz identidad?; Qué
otras matrices especiales conoce?

15) Si C eslamatriz que resulta de efectuar el producto A x B, entonces como obtiene el elemento
Cij
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16) ;Como deben ser dos matrices para que se puedan sumar? ;Bajo qué condicion se pueden
multiplicar?

17) Si C eslamatriz que resulta de efectuar la siguiente operacion entre matrices:

12 0 1 1 00 2
11 0 1(-2 |01 2 1|=2C¢C
15 3 -2 -14 1 2

(,Cual es el coeficiente cp3?

| El siguiente es un resumen tedrico que debe ser ampliado con los conceptos existentes en la
bibliografia basica.
VECTORES

o Unvector de orden “n” , es un conjunto de n elementos ordenados, los cuales se
encierran entre paréntesis 6 corchetes.

Por g emplo:

3
V=(-1, 3,0) esun vector de orden tres. W = {5} es un vector de orden dos.
Como vemos estos se pueden expresar en forma horizontal (vector fila) o en forma
vertical (vector columna).

Cada elemento se denomina componente, y debido a que se trata de un conjunto ordenado
de elementos, podemos referirnos a ellas de la siguiente manera:

V=(-1,3,0)
Primera componente 4_‘ l \_> Tercera componente
Segunda componente

El vector que tiene todas sus componentes iguales a cero se denominavector nulo y se
simboliza &.

Una notacion general paralos vectores de n componentes es la siguiente:
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V= (Xl1 XZ! ;Xn) 6 V =

@ OBSERVACION:

Haciendo uso de unavision matricial un vector filade orden n, puede ser pensado como
unamatriz de unafilay n columnas es decir unameatriz de orden 1xn

rd
Actividad 1:
. Coémo puede ser pensado un vector columna?

Dada esta observacion las operaciones definidas entre matrices y sus propiedades son validas a
trabajar con vectores.

Actividad 2:

a) ;,Cual eslacondicion para que dos vectores se puedan sumar?
b) A partir de la definicion de suma matricial, defina suma vectoria . Establezca sus propiedades.

Actividad 3:

A partir de ladefinicion de producto de un escalar por una matriz, defina el producto de un escalar
por un vector. Establezca sus propiedades.

0 Unacombinacion lineal de vectores es una suma de productos de escalares por vectores.

Asi diremos que €l vector V es combinacion lineal delosvectoresVy, Vo, ..., Vi S existen
escalaresoy, 0z, . . . 0 tales que:

V=o1Vy+ta,Vot+. ..+ oV

INDEPENDENCIA Y DEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES

Q Unconjunto devectores{ Vi, V,, ..., V¢ } sedira Linealmente Independiente (L.I.) S
aVi+toVot . ..+ ouVi=d = ou=0=...=0x=0
Actividad 4:

Exprese con palabras esta definicion simbolica.
0 Unconjunto devectores{ Vi, V5, ..., Vi } sedira Linealmente Dependiente (L.D.) S
o VitaVot. .. +oV=9 paraa menosun ai =0

Actividad 5:

27



Exprese con pal abras esta definicion simbolica

@ Si busca en los textos de la bibli ografia basica, |os teoremas sobre independenciay
dependencialineal arribara alas siguientes conclusiones:

1)

2)
3)
4)
5)
6)
7)

Dos 6 mas vectores son L.D. si y solo si @ menos uno de ellos se puede expresar como
combinacion linea delos otros

Todo conjunto que contenga un subconjunto L.D esL.D.

Todo subconjunto de un conjunto L.l esLI

El vector nulo es LD.=» todo conjunto que contenga al vector nulo esLD

Un conjunto con mas de n vectores de n componentes es LD

Un unico vector distinto del nulo esL.D.

Si en un conjunto de vectores (donde el nulo no este incluido) es tal que cada uno de ellos tiene
mas ceros que € anterior el conjunto esL .

SEMINARIO 3: VECTORES

| Antes de resolver este practico, revise |0s siguientes conceptos:

Antes de resolver este practico, revise |0s siguientes conceptos.

- Vector de orden n.
- Combinacion lineal de vectores.
- Independenciay dependencialineal.

1) (Revisemos las operaciones con vectores)

Dados | os vectores:

V1=(-1,-2) ; V2=(-2,1) ; V3=(0,3)

Obtener:

aV1l+ V2 b)V3-V1 ¢3V2 d) V3-2V2

eV1+V2+V3 f)2V1-V2+3V3 g)2V1-(V2+3V3)

2) Dados los vectores:

V1=(-1,2,0); V2=(1,-1,1) ; V3=(-3,1,1)

Obtener:

a2vi+ V2 b) V3-V1 ¢)-3V2 d) V1-2V2
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g 2V1+(V2+V3) f)2V1-V2+3V3 g)2V1-(V2+3V3)

4) Obtengael valor de"k" (si existe) que verifique cada una de las siguientes condiciones:

a-2(1-2,0+(k,1,3)= (25,3
b) (0,k,1,0)-(1,3,2,1)=(1,1,-1,-1)
c) k(3-1,2) =(6,-2,4)
d) (2,3) +(2,4)-k(0,0)=(4,7)
5) Siv:=(1,-2,1); V.=(,-4,1) y Vz=(13,-1
el resultado de laoperacion Vi-(-V,+2V3) €S
a0 b(2-4,2 ©(0,00 d)(0,80 e (4-12 4

6) SiendoV, W, U vectoresk y c escalares, cual de las siguientes afirmaciones es falsa:

a (k+oV=kV+cV

b) SV-W=U ==>W=V-U
c) (kc)V=(kV). (cV)

d k(V+W)=kV+kW

e V+W=W+V

7) Siendo V= (X1, X2, ..., %n) ; W=(Ys, Vo ...,Yn)Ykunescalar. Complete las siguientes
idéntidades.

A K(VHAW) =KX, X2y oo o3 Xn ) F e seeeniee e

b) (Xi-Y1,X2-Y2,...,Xn-Yn) =

8) SiendoV1=(1,2);V2=(1,3) ,kl=2;k2=-2/3. Obtengalacombinacion linea:
kiVvli+k2V2

9) Determine la dependencia o independencialineal de los siguientes conjuntos de vectores.

3[1,3;[30] b) [1,2] ;[2, 4]
0[13]:[30;[01] d[301];[1,34
e1[3,01];[13 4] ;[10,0] )[3,01:[13,4];[60,2]
90301:[134];[1,00;[111 h[301;[134]:[000
i) [0,0,0,0] )11, 1]

K)[1,0,0]; [0, 1,0] ) [1,0,0]:[0,1,0];[0,0,1]
m) [1,2 0] ;[-1 1,0] ; [0, 3, O] n[-1,2,0,3] ;[-1-2, 0, 0]

i) [-1,2,0,3];[-1-2,0,0],;[0,0, 1,0];[0,0,0, 1]

10) Completar las siguientes afirmaciones:
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a) S dos o mas vectores son linealmente dependientes ENtONCES...........cooverrerererenenesene e de
ellos se expresa como combinacion lineal del resto.

b) Doso masvectores son linealmente .........c.occeecevevieeinicennnne s y solo si el vector nulo se
expresa como combinacion de ellos con todos | os escalares iguales a cero.

c) Doso masvectoresson lineamente ..........ccccooevenincnenennns sy sélo s e vector nulo se
expresa como combinacion de ellos con al menos uno de |os escalares distinto de cero.

11) Dos o mas vectores son linealmente independientes si y sélo si:

a) El vector nulo se expresa como combinacion lineal de esos vectores anicamente con todos
los escalares iguales a cero.
b) El vector nulo se expresa como combinacion lineal de esos vectores unicamente con todos
los escal ares distintos de cero.
¢) El vector nulo se expresa como combinacion lineal de esos vectores con a menos uno de los
escalares distinto de cero.
d) Al menos de ellos puede expresarse como combinacion lineal del resto.

12) SiV1=(-1,4); V2=(-1,2) y V3=(1,3)

entonceslaigualdad V1-(-V2+kV3)=(0, 12), se verificapara
a) k=0 b) k=2 c)k=-2 d)k=3 e)Ningunvalordek

13) Para expresar €l vector (2, 0) como combinacion lineal deV1=(-1,2) y V2=(1,2), Los
valores de los escalares deben ser:

akl=1 k2=1
bkl=1 k2=-2
okl=1 k2=1
d)ki=-1U3 k2=2/3
e kl=-1/2 k2=1/2

14) Especifique el valor de verdad de las siguientes afirmaciones:

a) Todo subconjunto de un conjunto de vectores linealmente independiente es linealmente
independiente.

b) Un espacio vectorial es un conjunto de vectores, a cual sele asigna una unica operacion con
ciertas propiedades.

¢) Todo conjunto de vectores que contiene un subconjunto de vectoresL.D. esL.D.

d) Ununicovector esL.l.

15) Sin hacer calculos ;puede decir como deben ser los escalares ( iguales a cero, ambos distintos
de cero, a menos uno igual a cero) paraexpresar a vector (0, 0, 0) como combinacion linea
de V,=(-1,0,0), V,=(2,3,0) y Vs=(1,2,3)?

16) Sin hacer calculos ;puede decir cuantas formas existen para expresar al vector (0, 0) como
combinacion lineal de Vi=(-1,-2)y V,=(2,6) ?

17) Determine cual de los siguientes conjuntos de vectores es Linealmente dependiente.
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a){ (1, 0);(0,1)}

b){ (1, 3); (1/3, 1)}

9{ (100}

d){ (' 1010)1(1! 1’ 1)1('1!0! 1)}
8{(500;(52;(110}

18) Determine cual de los siguientes conjuntos de vectores es Linea mente independiente.

a){ (1,1);(0,1); (0,0}
b){ (-2,3); (2, 0)}
9{(©000}
d) { (_21 01 O) ; (1! O! 1) ; (_11 01 1) }
e) { (51 O, O) ; (4! 'l! 0) ; (11 11 O) }
19) Establezcalaveracidad o falsedad de |as siguientes afirmaciones.

a) Todo conjunto que contiene un subconjunto L.D. esL.D.
b) Todo subconjunto de un conjunto de vectoresL.l. esL.I.

| El siguiente es un resumen tedrico que debe ser ampliado con los conceptos existentes en la
bibliografia basica.
DETERMINANTE

Asociada acada matriz cuadrada A existe un nimero real al cual se denomina determinante de A.
Sedenota |A|.

Para definir formalmente el concepto de determinante son necesarios ciertos conoci mientos:
Permutacion, nimero de inversiones y signo de la permutacion

0 Una permutacién de n elementos es cualquier ordenamiento de esos n el ementos, dos
permutaciones difieren por € orden en que estan ubicados |os el ementos.

Por ejemplo: Dadoslos nimeros 1, 2 y 3 es posible obtener |as siguientes permutaci ones:
123 ; 132 ; 213 ; 231 ; 312 ; 321
Se puede demostrar que el nimero de permutaciones de n elementos esigua a

n(n-1).(n-2)... 2.1= n! (notacion)

y

n factoria 6
factorial den

En el caso del jemplo anterior € total de permutaciones estaria dado por

3=321=6

31



como vemos efectivamente coincide con el total de permutaciones encontradas.

O Sediceque entre dos nameros cualesquierak y m (de una permutacion) hay unainversion, s
k<m y sin embargo m esta antes que k. Por gjemplo:

3 notieneinversiones

2 tieneunainversion pues 2<3 pero 3 esta antes que 2

3 tieneunainversion pues 1<2 pero 2 esta antes que 1

1 tienedosinversionesel 2 antesdel 1y el 3antesdel 1
2 tienedosinversiones

1 tienetresinversiones

o El signo dela permutacion es menos (-) cuando el naimero de inversiones esimpar y es mas (+)
cuando el nimero de inversiones es par.

n los casos anteriores tenemos

3 notieneinversiones > (+)
2 tieneunainversion > (-)
3 tieneunainversion > (-)
1 tienedosinversiones> (+)
2 tienedosinversiones> (+)
1 tienetresinversiones> (-)

WWNNRRFRM

2
3
1
3
1
2

Actividad 4: encuentre las permutaciones de 4 elementos y su correspondiente signo.11
Definicion formal de determinante:

El determinante de unamatriz A es el nimero:

A = > . sig(p) a],il'a2,i2'a3,i3'"'an,in'

p=ili2,..in

“El determinante de unamatriz A de orden n es el nimero gue surge de la sumade n! términos.
Cada término se obtiene como el producto de cierto signo por n factores, donde |os factores son
elementos de A de maneratal que ellos pertenecen afilas distintasy columnas distintasy el signo
sera mas 6 menaos segun la permutacion de los segundos subindices sea par o impar.”

Determinante de una matriz 2x2:

a1 g2

Sea A = > Al =an. - an an
1 2

Ejemplo:
2 -3

S A= > |Al=2.8-(-3).5=31
5 8
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Determinante de una matriz 3x3.

Sealamatriz
d;1 A2 A3
A= 8 a3 | A l= aq1 @pp B3 + Qu2 B3 81 + 23301 332 — 13 32 Ba1 - Au2 Bo1 B3 11 B3 Ba2
d31 G322 a33
Ejemplo:
2 31
SA= |1 0 2|2 |Al=2.01+(-3).25+11.8- 1.05-(-3).1.1-2.28 =-51
5 81

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES:

1) Si seintercambian dos lineas paralelas el determinante cambia de signo pero no de valor
absoluto.

Ej.
2 -3
SA= > |Al=31
5 8
-3 2
| ntercambiemos las dos columnas de A obteniendo unamatriz B = > [B|=-31
8

2) Si semultiplicaunalinea de una matriz por una constante el determinante queda multiplicado
por dicha constante.

Ej.: Multipliguemos por 3 laprimerafiladelamatriz A del gemplo anterior obteniendo una matriz
C= > | C|= 48— (-45) = 93 esto eslaconstante 3 por e det. de A
5 8
3) Si seadicionaaunalinea una constante por otra paralela el determinante no se modifica.

4) El determinante de la transpuesta de unamatriz esigual al determinante de la matriz origina

Ensimbolos.  |A' |= [A |

5) El determinante del producto de dos matrices cuadradas esigual al producto de los
determinantes de las respectivas matrices factores.

En simbolos: IA.B|=|A|. |B]
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6) El determinante de una constante por unamatriz esigual alaconstante elevada a orden dela
matriz por el determinante de la matriz.

Observacion:
El determinante de la suma de matrices no esigua alasuma de los determinantes.

Ensimbolos |A+B | |A |+ [B|

7) El determinante de una matriz triangular 6 de unamatriz diagonal esigual a producto de los
elementos de ladiagonal principal.

En particular el determinante de la matriz identidad esigua a 1.
1l=1

8) El determinante de unamatriz escero s y solo si suslineas paralelas (filas 6 columnas)
constituyen un conjunto de vectoresL.D.

En particular el determinante de una matriz sera cero:
a) Silamatriz tiene unalinea nula.
b) Si lamatriz tiene dos lineas proporcionales.
c) S unalineade unamatriz resultade la combinacion lineal de lineas paralelas.
SEMINARIO 4: DETERMINANTE

| Antes de resolver este practico, revise los siguientes puntos:

- Concepto de determinante y formula de calculo de determinantes para matrices 2x2 y 3x3.
- Propiedades de |os determinantes.

1) Calcule &l determinante de las siguientes matrices

o) L

1 2 -1 -3

1-10 2-10 223
A=]0 12 Bx31 3 2 C=|-1-1-3
-3 4 1 -1 4 010

2) Aplique propiedades para obtener |0s siguientes determinantes.
(las matrices son las correspondientes al g 1)

a 2A c) B e) 3(A-B)

b) AB d D.D' d) 100(A +C)
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3) Calcule € determinante de las siguientes matrices (Aplique propiedades)

e A e
0 0 01 -1 0 0 O
0O 0 10 2 -1 0 O
A= B =
0O -1 0O 1 13 O

4) Si el determinante de ciertamatriz A 4x4 es 5; cua ser el determinante de lamatriz B que se
obtiene a partir de A realizando los siguientes cambios:

a) B se obtiene intercambiando dos filasde A.
b) B se obtiene multiplicando unafilade A por 1/3.
C) B se obtienerestando ala primera filade A , la segunda fila multiplicada por 2.

5) Sean A y B dos matrices de orden n, | laidentidad. ; Cual de las siguientes afirmaciones es
falsa?|

a IA+Al=2n[A| b A=A ] olrl=1

d A.Bl=|Al [B] o lA+B[= [A[+]B]
6) ;Cual de las siguientes operaciones preserva el valor del determinante?

a) Multiplicar unafila por una constante no nula.
b) Multiplicar unafila por cero.

¢) Sumar aunafilaotrafila.

d) Sumar aunafila una constante no nula.

€) Intercambio de filas.

7) De acuerdo aladefinicion general de determinante de una matriz de orden n, cual de las
siguientes afirmaciones es falsa:

a) Cadatérmino posee un elemento de cada columna de la matriz.
b) Cualquierasead n, su calculo es equivalente a aplicar laregla de Sarrus.
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c) El determinante es una suma de productos.
d) Cadatérmino resulta del producto, de cierto signo por “n” coeficientes de lamatriz original.
€) Cadatérmino posee un elemento de cada fila de la matriz.

8) Siendo

su determinante es:

a -4 b4 ¢8 d)-8 €0

9) Siendo
0 0-1
C301-1
4 2 3

su determinante es:
a) -4 b4 ¢8 d)-8 €0

10) Sabiendo que A y B son dos matricesde orden3con |A |=-2 B [=-3
cual esel valor del determinante de lamatriz (-2 A B).

a6 b6 o-12 d48 € -48

11) ;Cual debe ser el valor de k para que el determinante de la siguiente matriz sea cero?

-1-1
A=[0-2
033
a) No existe ningun valor dek.
b) Existen infinitos valores de k. k=2
d)k=-2 e k=0

12) Indique que le ocurre a determinante de una matriz cuando se le efectia alguna de las
siguientes operaciones.

a) Intercambio de doscolumnasdeA.

b) Adicion de una constante a unafila.

¢) Restar a una columna una constante por otra columna.

d) Multiplicar unacolumnade A por unaconstante.

€) Reemplazar unalinea por la suma de dos liness paralelas.

13) ;Cuantos términosinvolucrael calculo del determinante de una matriz 5x5, de acuerdo ala
definicion formal ?
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14) Encuentre el valor de k para que el determinante de la siguiente matriz sea DISTINTO DE
CERO:

R
~EFDN
w Yo

15) So6lo uno de los siguientes productos puede representar uno de los términos del calculo de un
determinante de unamatriz 3x3. Justifique.

) —ay &gy D) &p &p 83 C) —auz & dg ) &g &3 @  €) &1 a2 a3
1
0

1 -2
17) ;Cual es el valor de k paraque lasiguiente matriz sea no singular? A= E) k %j

1 -2
16) (Cual esel valor del determinante de lasiguiente matriz? A= [1 3
-1 0

1 0 -
MATRIZ INVERSA

OPERACIONES ELEMENTALES POR FILAS:

O Sobre unamatriz se pueden realizar tres tipos de operaciones muy importantes que preservan
ciertas caracteristicas de lamatriz y que permiten obtener informacion 1til ala hora de resolver
ecuaciones, como veremos mas adel ante.

Las operaciones elementales por filas son:
1) Intercambio de dosfilas.

2) Multiplicacion de unafila por una constante no nula.
3) Adicion aunafilade una constante por otrafila

Ejemplos
1 3
SeaA=|-1 0
-2 4
-2 4
1) Si en A intercambiamos la 1* filacon la 3" filaobtenemosB=| -1 0
1 3
1 3
1) Si en A multiplicamosla2* filapor 3 obtenemosC=|-3 0
-2 4
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13
2) Si multiplicamos la 1*filade A por 2y selasumamos ala 3" filaobtenemosD=| -1 O
0 10

L as matrices obtenidas no son iguales alamatriz A pero si son equivalentes por filasalamatriz A.

Formalmente:

o Dosmatrices se dicen equivalentes por filas Si una se obtiene a partir de la otra, através de una
cantidad finita de operaciones elementales por filas.

SesimbolizaA ~ B
En el gemplo anteriorA~B; A~C ; A~D

Se puede demostrar que esta relacion de equivalencia es transitiva, es decir
S  A~By B~CentoncesA~C
Si las operaciones elemental es se efectuan sobre una matriz identidad la matriz reultante recibe el

nombre de matriz elemental. Diremos entonces que:

0 Unamatriz elemental es aguella que surge de la matriz identidad a partir de una operacion
elemental por filas.

Aqui presentamos a gunos g emplos:

Partiendo de laidentidad deorden3  15=

o ok

0
1
0

~ O O

100
1) Intercambiando 2* con 3* obtenemos lamatriz elemental E;=|0 0 1
010
100
2) Multiplicando la2* filapor (-2 ) obtenemoslamatriz elemental E;=|0—-2 0
0 01

3)Sumando ala1* filadelal, la2* filapreviamente multiplicada por (—2) obtenemos la matriz
1-2 0

dementa Es=|0 1 O
0 01

Propiedad fundamental de |as matrices elementales:
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Si serealiza una operacion elemental sobre una matriz A .., obteniendo una matriz C, y seredliza
la misma operacion elemental sobre la matriz identidad de orden m (1) obteniendo una matriz E de
orden m entoncesE.A =C.

Esta propiedad servira parajustificar uno de los métodos para obtener 1o que se conoce con €l
nombre de matriz inversa.

Matriz inversa:

O SeaA unamatriz cuadradatal que existe unamatriz B que cumple que A.B=B.A=I, entonces
diremos que A es inversible y que B es la matriz inversa de A.

Lamatriz inversase simbolizaA™

11
Ejemplo: Dadalamatriz A = sumatrizinversaes At =
-1 1 1/2 1/2

g

Actividad 1:
(Como verificaria esta ultima afirmacion?

1/2 —1/2}

Condicion para la existencia de lainversade unamatriz A: A debe ser no singular, por ende
cuadrada.

Proposicion: Si A tiene inversa entonces su inversa esunica.

Método de Jordan (para obtener la inversa de una matriz)

Se basa en aplicar en formareiterada la propiedad fundamental de las matrices elementales.
Se parte de unamatriz A ampliandola con la matriz identidad del mismo orden y se realizan

operaciones elemental es sobre toda esa matriz ampliada hasta obtener como equivalente ala matriz
A alaidentidad.

Ejemplo:

11 1 0
-1 1 ‘ 0 1 ‘
11 1 0
0 2 1 1 ‘
11 |1 0
0 1 /2 1/2 ‘

1 0 [1/2 -1/2
0O 1 /2 1/2 ‘

\—_T
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Hemos obtenido asi la matriz inversa de la matriz dada.

rqnn

Actividad 2: ;Qué ocurririaen €l procedimiento anterior si lamatriz A fuerasingular?

Actividad 3: ;Qué deberia modificarse en el procedimiento anterior si lamatriz A fuese de orden 3?

Propiedades:

1) Lamatrizinversade lainversade unamatriz esigua alamatriz original.

2) Lainversadelatranspuestaesigual alatranspuestadelainversa

3) Lainversade un producto de matricesinversibles esigual a producto de lasinversas en orden
invertido.

4) Lainversade unaconstante por unamatriz, esigual alainversade la constante por lainversa
de lamatriz.

5) lainversade unamatriz diagonal esotramatriz diagonal cuyos elementos son los
correspondientes inversos de lamatriz original.

g

Actividad 3: Exprese en simbolos las propiedades de lainversa.
SEMINARIO 5: MATRIZ INVERSA

| Antes de resolver este practico, revise |0s siguientes puntos:

- Matriz inversa. Concepto. Condiciones de existencia.
- Método de Gauss parala obtencion de lainversa.
- Propiedades de lamatriz inversa.

1) Encuentre, si existe, lainversa de cada una de las siguientes matrices.
2 -1 -1 1 2 -
D= E F=
0 3 -3 -1 -
2 - 2 -10 200

A= 101 B=[1 0 2 cCH-1-11

4 -3 1-1-1 010

2) Siendo A, By C matrices con A inversible e | lamatriz identidad, entonces:
cual de las siguientes afirmaciones es falsa:
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aA.AT=ALA
b)A.B=C===>B=C.A"
ol=A%A
dSAB=1=B.A===>B=A"
e(A+C).A'=1+C.A"

3) Indique la afirmacion incorrecta.

a) Lamatriz reducida de unamatriz inversible, es laidentidad.
b) El determinante de unamatriz inversible es siempreigual al.
¢) El rango de unamatriz inversible es € orden de la matriz.

d) Lamatriz inversas existe esunica.

€) Si unamatriz es no singular entonces es inversible.

4) Si A eslamatrizinversade B y B eslamatriz inversa de C podemos afirmar que:

aA=B b) AC=CA' cAC=l dA=C ecC=I

5) Dadalamatriz
1 -
A=1(3 2 4

02k
(,Cual debe ser el valor de k parague A no tengainversa?

1
6);Cual debe ser el valor dek paraquela matriz B = [

Jsealainversade A=
-1

7) (Cuales de las siguientes afirmaciones, en general, son verdaderasy cuales falsas?

a A.A=A,con |Alz0 = A=

b) S By CsoninversasdeA entonces B =C.

c) A.A=I

d) Unamatriz y su inversatienen la misma matriz escalonada reducida por filas.
€) Lainversade unamatriz diagonal es otra matriz diagonal.

f) Lainversadeunamatriz, S existe, esunica.

g) Lainversadelainversaesigual alamatriz original.

h) Unamatriz y su reducidatienen lamisma matriz inversa.

i) Lainversade unamatriz diagonal es otra matriz diagonal.

j) Lainversadelatranspuestaesigual alatranspuestade lainversa.
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8) Si A tiene por matriz reducida a unamatriz B con IB| =0, entonces:

a) A tieneunlineanula

b) A tieneinversa.

Cc) A esregular.

d) A essingular.

€) no se puede establecer ninguna caracteristicade A.

| El siguiente es un resumen tedrico que debe ser ampliado con los conceptos vertidos en clase

y existentes en la bibliografia basica.
RANGO DE UNA MATRIZ:

o El rango de una matriz A esta dado por el nimero maximo de lineas paraelas
lineal mente independientes que posee lamatriz. Se simbolizar(A).

Dado que la definicion de rango habla de lineas paral el as linealmente independientes, se
puede considerar el rango fila (cuando se cuenta el nimero maximo defilasL.l.) 6 del
rango columna (cuando se cuenta el nimero maximo de columnas L.1) en cualquier caso se
demuestra que el rango fila es igual al rango columna.

Por ejemplo:
1-2 -8 0

S A=|{0 1 4 0 | observando lasfilas podemos establecer que laprimeray la segunda son
00 0O

L.I., mientras que laterceraes nula, con lo cua el rango fila es 2.

Si analizamos las columnas, |a primera columnay la segunda son L.I. pero latercera es maltiplo de
lasegunday lacuartaesnula, asi el rango columna es 2.

En realidad no era necesario efectuar 1os dos analisis ya que hemos dicho que rango filaesigual a
rango columna.
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Hay situaciones donde encontrar a simple vista el rango de una matriz no es sencillo, pero
afortunadamente se tiene el siguiente resultado (muy importante)

Teorema:
“Matrices equivalentes por filas tienen el mismo rango.”

Laideaes partir delamatriz alacual selequiere calcular el rango y através de operaciones

elemental es encontrar una matriz equivalente por filas en donde € calculo del rango seasimple.
Esto ocurre cuando la matriz esta escalonada.

rqn

Actividad 1:
Revise en labibliografia cual es el concepto de matriz escalonada por filas.
Consecuencia del teorema:

“El rango de unamatriz esigua al namero de filas no nulas de su correspondiente matriz
escalonada por filas”

Veamos un gjemplo

1-2 -80
SeaA=|2 1 4 0
3 -1 -4 0

Realicemos operaciones elemental es por filas hasta escalonar la matriz, asi obtenemos la matriz B

1-2 -80
B=|0 1 4 0 | comoB esequivalentepor filasaA € r(A) =r(B)=2

0O 0 0O

<L

Actividad 2:
(1 -2 -8]
2 1 4

Sea C=|3 -1 —-4| escaonepor filasy verifique que surango es 3.
2 1 4
10 -1 -4]

20

43



Actividad 3:
Revise en labibliografia cuales son las propiedades del rango de una matriz.
Un concepto que sera util mas adelante es el de matriz escalonada reducida por filas.
0 Unamatriz sedira escalonada reducida por filas S :
= El primer elemento no nulo de cadafilaes 1.
= Cadafilano nulatiene mas ceros aizquierda que la anterior.
= Todos los elementos que estan por encimay por debajo de ese primer elemento no nulo son

Ceros.
= S hay filas nulas, éstas se ubican como ultimasfilas.

SEMINARIO 6: RANGO DE UNA MATRIZ

| Antes de resolver este practico, revise [os siguientes puntos:

- Operaciones elementales por filas
- Matriz escalonada por filas.

- Matriz reducida por filas.

- Matrices equivalentes por filas

- Concepto de rango.

1) Obtenga una matriz equivalente por filas en cada caso:

al 123] b)[2000 ¢ [sooo0| d)f 1112

113 013 0090 0100
040 003 0002 0000
010

2) Indique cual/les de las siguientes matrices es/son escalonada reducida por filas.

8 (101) by1000) c¢y1001) d)(1112
010 0110 0010 0000
000 0001 0001 0000

(0100)

010 0100 0010 0100
100 0011 0000 0010
0000 ~ <

e)[lool fy’1000y g)(1202) hy 1111

3) Establezca laveracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones
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a) Matrjees equiva por fj

tienen el mismo rango.
b) Malrices equivalent i

4) En cadaunadelasm

5) Determine e rango d

2 -1
e
A1 ~
1-10 2 -10 2l 2 3

4 -3 4 1 -1 4 10
\ Y, \2 9

0O 0 0 1 -1 0 0 O

0 0 0 2 -1 0 O
A= B 3

0O 110 0 1 1 3 O

2 00 O 1 1 1 2

4 2 3 1 -1 0 7 8

0 5 10 2 -1 5 9
C= D=

0O -1 50 1 1 3 2

0O 0O OO0 2 2 6 4

6);Cual es e rango delamatriz A?

>

I
OO wN K
CoOwN Bk
OO wN Rk
NP WwN P

al b) 2 c)3 d) 4 e)5
7) Una matri alorada reducida por filas:
a) Tiene el primer elemento no nulo de cadafilaigual uno.

b) Debe ser igua alaidentidad.
¢) Solo puede contenef cerosy unos.
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d) Tiene & primer elemento no nulo de cada columnaigual uno.
€) Todas las anteriores son correctas.

8) El rango de unamatriz es:

a) e namero de filas no nulas de la matriz.

b) el nimero de filas nulas de lamatriz.

¢) e namero de filas no nulas de la matriz reducida.

d) el nimero de filas nulas de la matriz reducida.

e) el namero de filas linealmente dependientes de la matriz.

9) El rango de la siguiente matriz

132
C=2614 es. a0 b) 1 c)2 d3 €4
132
132
10) Dos matrices se dicen equivalentes por fila cuando:

a) tienen el mismo rango.

b) tienen el mismo determinante.

C) una se obtiene a partir de la otra mediante operaciones elementales por fila.
d) soniguales.

€) tienen e mismo numero defilasy de columnas.

11) Si dos matrices cuadradas tienen el mismo rango se puede asegurar que:

a) tienen el mismo determinante.

b) tienen la misma matriz inversa.

¢) tienen la misma cantidad de filas Linealmente independientes.
d) tienen la misma matriz ampliada.

e) tienen la misma cantidad de filas no nulas.

12) Sea A de orden n tal que su determinante es nulo, entonces:

ar(A)=n

b) r(A) <n

c) A esno singular.
d) A esregular.

€) A poseeinversa

13) Lasiguiente matriz , A=

OOFr o
OoOrr Oo
PP PR

1

0

0
0

a) Esta escalonada, reducida por filasy su rango es 4.

b) Esta escalonadapero no reducidapor filasy surango es 3.
¢) Esta reducida, pero no escalonada por filasy surango es 3.
d) Esta escalonada, pero no reducida por filasy su rango es 4.
€) No esta escalonadani reducida por filasy surango es 3.
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14) Si A esunamatrizde mxn, B otramatriz , ;cual de las siguientes expresiones ssmbélicas es
verdaderay cual esfasa?

a) r(A.B)<min{ r(A), r(B) }

b) r(A)<min{m, nt

¢ A ~ B= r(A)=r(B)

d r(A.A")=r(A).r(A")

e) S| eslamatriz identidad de orden n, entoncesr( 1) =n.

f) Matrices equivalentes por filas tienen el mismo rango.

g) Matrices equivalentes por filas tienen lamismainversa.

h) Si semultiplicaA por su inversa obtiene la matriz identidad.

i) Dos matrices de distinto orden NO pueden ser equivalentes por filas.

i) Matrices equivalentes por filas tiene la misma matriz reducida escalonada por filas.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas puede ser expresado en forma general
Como:

g
A X1+ ap Xot ... tanxXpn= b

a1 X1t @ Xot ...t &n Xn= b2

| @m1 Xa+ 8z Xo# . + B Xn = bm

donde

X; representalaincognita“j” paraj=1,...,n

aj indicael coeficiente en laecuacion “i ““ que acompaiaalaincognita“x;” , parai=1,.,m
=1,...,n

bi indicael término independiente de lai-ésima ecuacion.

Asimismo tenemos su representacion en forma matricial como sigue:

N

d11 &2 . .. Qi X1 by
a1 2 . . &on X2 b,
8nl am2 . . . Xn B

< J

0 en notacion abreviada

AX=B
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Donde A eslamatriz de los coeficientes del sistema , X es el vector de incognitas y B es
€l vector de términos independientes.

Unasolucion del sistema es un conjunto devaloresde x;, X2 ... X, que satisface
simultaneamente todas | as ecuaciones.

Dossistemas se diran equivalentes cuando tengan exactamente las mismas soluciones.

Nota:

Existen numerosos métodos de resolucion, recordaran, por jemplo, el método de sustitucion,
estudiado en € ciclo secundario, o quizas hayan visto en alguna oportunidad el método por
igualacion.

Si bien estos son métodos validos, pero cuando el niimero de incognitas y/o el namero de
ecuaciones aumenta, su aplicacion es engorrosay los calculos se complican.

Existen también métodos de resolucion que son sélo aplicables a sistemas con el mismo nimero de
incognitas que de ecuaciones.

Sin temor a equivocarnos podemos establecer que el método de mayor importancia, por su
practicidad y su uso sin restricciones es e Método de Gauss-Jordan.

Antes de implementar el método, recordemos como se clasifican |os sistemas de ecuaciones
lineales:

CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS DE ACUERDO AL TIPO DE SOLUCION:

DETERMINADO
(solucion tinica)
COMPATIBLE
(Cuando tiene solucion) INDETERMINADO
SISTEMA DE ECUACIONES (infinitas soluciones)
LINEALES

INCOMPATIBLE
(Cuando no tiene solucion)

Propiedad fundamental de equivalencia:

Si en un sistemalineal de m ecuaciones con n incognitas se le adiciona a una de sus ecuaciones €l
producto de una constante por otra de las ecuaciones, el sistema resultante es equivalente al
original.

Ademasesclaro que s seintercambia el orden de las ecuaciones o si se multiplica una ecuacion por
una constante distinta de cero, no se alteran las soluciones del sistema.

Esto nos lleva a pensar en la posibilidad de pasar de un sistema complicado a uno de estructura
mucho mas simple pero equivalente a original, realizando estas ‘operaciones’ con las ecuaciones
del sistema
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Siguiendo con laidea de usar como herramienta a las matrices, estas operaciones las efectuaremos
sobre las filas de la matriz ampliada del sistema.

La matriz ampliada del sistema surge de agregar €l vector de términos independientes ala matriz
de coeficientes del sistema. La denotaremos A|B .

En genera
d11 &2 . .. Qi b1
1 S .. . an b,
A| B :
8 @w... a&m b

El siguiente teorema nos dala condicion necesariay suficiente para que un sistema de ecuaciones
lineales sea compatible.

Teorema de Rouche-Frobenius:

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas sera compatible si y solo si el rango de la
matriz de coeficientes del sistemaesigual a rango de la matriz ampliada correspondiente.

Corolario:
Si un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas es compatible este tendra solucion unica s
y s6lo si € rango de la matriz de coeficientes del sistemaesigua al namero de incognitas.

Estas conclusiones se pueden esquematizar como sigue:
DETERMINADO
/ r(A) =r(A [B) =
COMPATIBLE
r(A) =r(A [B) \A INDETERMINADO
SISTEMA DE ECUACIONES r(A)=r(AB)<n
LINEALES

INCOMPATIBLE

r(A) <r(A IB)
Método de Gauss-Jordan
Partiendo de la matriz ampliaday mediante operaciones elemental es por filas sobre dicha
matriz, se buscalamatriz escalonadareducidade A, con ello se obtiene la matriz ampliada
de un sistema de ecuaciones equivalente a original pero cuyaresolucion es practicamente
inmediatay cuya caracterizacion en cuanto al tipo de soluciones resulta de aplicar el
Teorema de Rouche-Frobenius.

A continuacion veremos algunos gemplos simples.

1) j2x+y =1 2) Jx-y =1 3) x+3y—1
X -2y=3 2x-2y =1 -2X -6y =
1)
2 1:1 Partimos de la matriz ampliada del sistemay operamos por filas
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1 -2 3 hasta obtener lamatriz escalonada reducida de A.

1 -2 3 Intercambio defilas, con esto se logra obtener el elemento 1

2 1 1
1 -2 3 Sumamos ala segunda filael producto de (-2) por laprimera
0 55 fila
1 -2 3 Multiplicamos ala segunda fila por (1/5)
0O 1-1
1 01 Sumamos ala primerafila, lasegunda fila multiplicada por 2
0 1 -1
ﬁ_
r(A)=2 Como r(A) = r(A |B) = n e sistemaes COMPATIBLE DETERMINADO
%_J 1
r(AB)=2 SOLUCION:x=1;y=-1 6 X =
%K_J _ 1
2
1 -1:1 Partimos de la matriz ampliada del sistemay operamos por filas
2 2.1 hasta obtener la matriz escalonada reducida de A.
1 -1:1 Sumamos ala segunda filael producto de (-2) por laprimera 1
0O 0 -1
¢J
r(A)=1 Como r(A) <r(A IB) el sistemaesINCOMPATIBLE
H_J

r(AIB)=2 NOTIENE SOLUCION

3
1 3 1 Partimos de la matriz ampliada del sistemay operamos por filas
-2 -6 -2 hasta obtener la matriz escalonada reducidade A.
1 3.1 Sumamos ala segunda filael producto de 2 por laprimera
0O 0:0
¢J

((A)=1  Comor(A) =r(A IB) <n € sistemaes COMPATIBLE INDETERMINADO
%K_J

rAB)=1 enestecaso x+3y=1= x=1-3y paracuaquier valor dey

1-3y
Lasolucion se puede expresar en forma vectorial como, X = ,Y €R
y
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Esta se denomina solucion general (también podriamos haber despejado y en términos de
X).

Actividad (muy importante):

1) ;aqué sedenominasoluciéon particular en un sistema de ecuaciones compatible
indeterminado?

2) (aqué sedenominasolucion basica en un sistema de ecuaciones compatible
indeterminado?

3) (Cual esel nimero maximo de soluciones posibles basicas que posee un sistema de
ecuaciones lineales con n incognitas cuya matriz de coeficientes es de rango m?

Sistema homogéneo: es agquel en el cual el vector de términos independientes es el vector
nulo.
En simbolos AX = ¢

o Los sistemas homogéneos son siempre compatibles. ;Por qué?.

o En caso de ser compatibles determinados latinica solucion es el vector nulo, esta se
denomina solucion trivial.

o En caso de ser compatibles indeterminados, ;tienen la solucion trivial ?

Método de la inversa para resolver sistemas de ecuaciones lineales con el mismo
nimero de ecuaciones que de incognitas.

Si AX = B esun sistema de ecuaciones lineales tal que A es de orden n einversible

entonces X = A™B.

Actividades:

1) Demuestre laafirmacion anterior.

2) (Querelacion puede establecer entre e determinante de lamatriz de un sistemade n
ecuacionesy nincognitas, y launicidad de la solucion?
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SEMINARIO 7: SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

Antes de resolver este practico, revise [os siguientes puntos:

- Sistemas de ecuaciones lineales. Forma matricial.

- Matriz ampliada. Sistemas equivalentes.

- Método de Gauss-Jordan.

- Teorema de Rouche-Frobenius.

- Método de lainversa pararesolver sistemas de ecuaciones lineales.

1) En cada una de |os siguientes sistemas de ecuaciones lineales plantee la forma matricial.

a) { x-3y=0
2x-1=5y

b) |-2z+4w =-2
3z-6w =3

C){d X-z=y
y+Z:-X
x-y-z=1

2) Resolver por Gauss-Jordan realizando €l correspondiente analisis de rango.

aK 2x+4y-2z=0 b){x—yzl C) < x+y=2
X +z=0 X=-y-1 2x-y=1
x+2y=-2 x-2y=2
d| 2x+3y=-1 e){x-y-zz-z fl{t-2w=u
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X-y =2 y-3=X 2t+w -u=0
3x+3y=0 3t-w-2u=1
X+2y=-3

3) Las siguientes son matrices ampliadas de sistemas de ecuaciones, luego de efectuar operaciones
elementales por filas, establezca en cada caso € tipo de sistema del que setratay encuentre la
solucion.

a 10 2 by 100 co 10 3
01 3 010 01 2
00 O 00 1
d 11 2 e 101 2 fy 12 3
00 3 010 3 00O
00 O 000 O 00O
0) 10 2 hy 1002 i) 123
01 0 0101 001
00 O 0010 000
00 O 000 4
4) Resolver por el Método de lainversalos siguientes sistemas
2x -y=0 2w + 2y=2
X+3y+2z=5 -w+y=-3
X-y +4z=-5
5) ¢(Cual debe ser el valor de "c" para que el siguiente sistema sea compatible indeterminado?
X-y=cC
X=-y-1
6) (Cual debe ser €l valor de"c" para que el siguiente sistema sea incompatible?
2x-2y=c
_X:-y-]_

7) Dado un sistema de ecuaciones lineales con n incognitas, AX=B , tal que
r(A) =r(A|B) , entonces €l sistemaes:

a) compatible determinado o compatible indeterminado.
b) no se puede contestar por falta de datos.

¢) compatible determinado.

d) compatible indeterminado.

€) incompatible.

8) Sea

[oNoNeNe)
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la matriz ampliada reducida de un sistema de ecuaciones lineales, se puede afirmar que el sistema:

a) Es comﬁi ble deterr’ji nado con unicasolucion latrivial.

b) Es comptible déetermlinado con tnica solucion (2, -3, 0)

¢) Es compatible indeterminado con solucion (0, 0, z) , paratodo z real.

d) Es compatible indeterminado con solucion (2, -3, z) , paratodo z real.
€) Es compatible indeterminado con solucion (2z, -3z, z) , paratodo z real.

9) Sea 13
00
00

[oNeoNe]

la matriz refucida émpl ada de un sistema de ecuaciones lineales, se puede afirmar que el sistema:

a) tiene por unica splucipn latrivial.

b) tiene inf{nitas solucignes.

¢) esincompatible.

d) su solucion se puede expresar como x=3,y=0, z=0
€) su solucion se puede expresar como X=3 , y=0

10) Sea
103 O

015 O

la matriz reducida ampliada de un sistema de ecuaciones lineales, compatible indeterminado,
entonces lasolucion (X, y ,z) , se puede expresar como:

a)(-3z,5z,0) b)(-32,5z, 2
©(0,0,2 d@3z-5z,0 e)((3z-5z,2
11) Sea

100 -1
010 2
001 O
000 O

la matriz reducida ampliada de un sistema de ecuaciones lineales, se puede afirmar que €l sistema:

a) tiene por tnica solucion latrivial.

b) tiene infinitas soluciones.

¢) esincompatible.

d) su solucién se puede expresar como x=-1,y=2,z=0
€) su solucion se puede expresar como x=-1,y=2,z=1

12) Dado un sistema de ecuaciones lineales con n incognitas, Ax=B , tal que
r(A) =r(A|B) > n, entonces el sistemaes:

a) compatible determinado.
b) compatible indeterminado.
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C) incompatible.
d) compatible determinado o compatible indeterminado.
€) esimposible que se de esta situacion.

13) Sea A lamatriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales del tipo A x =B, si la
matriz reducida de A eslaidentidad, cua de las siguientes afirmaciones es falsa;

a) El sistematiene solucién unica.

b) El determinante de A es nulo.

c) El rango de A esigua al namero de columnas de A.

d) El rango de A esigua a naimero defilasde A.

€) El sistema se puede resolver por el método de lainversa.

14) El Teorema de Rouche-Frobenius afirma que:

a) Si dos matrices son equivalentes entonces tienen e mismo rango.

b) Si dos matrices son equivalentes entonces tienen el mismo determinante.

¢) Si el rango de lamatriz ampliada es igual a rango de la matriz de coeficientes de un sistemade
ecuaciones lineales entonces el sistema es compatible.

d) Si un sistema tiene solucion entonces el sistema es compatible.

€) Si el detefminante de la matriz de coeficientes es distinto de cero entonces €l sistema es
compatible:

15) Cual debe ser el valor de" k " para que el siguiente sistema sea incompatible ?

x-y+k=0
4x-4y=1
a0
b) 1/4
c)-14

d) cualquier nimero real distinto de 1/4
€) cualquier nimero real distinto de -1/4

16) Considerando el sistema expresado en formamatricial A x = B conrango de A igual al rango
de lamatriz ampliada, entonces:

a) el sistema es compatible determinado.

b) el sistema es compatible indeterminado.
¢) e sistema es incompatible indeterminado.
d) el sistemaesincompatible.

€) el sistema es compatible.

17) En un sistema homogéneo con unica solucion:

a) El rango de la matriz de coeficientes es menor que el nimero de incognitas
b) El rango de lamatriz de coeficientes esigual a nimero de incognitas

¢) El rango de la matriz de coeficientes es mayor que el nuimero de incognitas
d) El rango de lamatriz de coeficientes es menor que € rango de laampliada
e) El rango de la matriz de coeficientes es mayor que el rango de laampliada
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18) Si un sistema de m ecuaciones lineales con p incognitas (expresado en forma matricial A X =
B) es compatible indeterminado entonces:

a r(A)>r(AlB)=m d) r(A)=r(AlB)<p
b) r(A)=r(AlB)<m e r(A) <r(AlB)=p
¢ r(A)=r(AlB)=m

19),,Cuando un sistema se denomina homogéneo?

20) Considere un sistema de ecuaciones linedlesdelaforma AX =B, suponiendo que existe la
matriz inversade A, entonces como obtiene € vector X?

21) Un sistema homogéneo

a) tienea menosunasolucion no trivial;
b) tienea menoslasolucion trivial.

C) es siempreincompatible;

d) no puede ser compatible;

€) no puede ser indeterminado;

SEMINARIO 8: INECUACIONES -OPTIMIZACION LINEAL

| Antes de resolver este practico, revise los siguientes puntos en el capitulo 7 de la bibliografia basica:

inecuaciones con unaincognita.

sistema de inecuaciones con dos incognitas.
region solucion.

solucion optima.

1) Resolver en formaanaliticay graficalas siguientes inecuaciones:
a 3x-2=>0

b) 2+4x<3

C) —2x+1>-1

d 5x-3> 3x-1/4

e (2-3x)/4=(7-4x)/2

2) Encuentrelaregion solucion alas siguientes inecuaciones:

a 2x+2y=2 e 2x-2y=>2

b) 2x+1>-y f) 2x+y=>0
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C) 2y+4x<3 g) 2y +x<3

d 2y+4x<3 g) 2y +x<3
€ 5x+y=> 3x-1/4 h) 4x<4(y-x)

3) Encuentre laregion solucion alos siguientes sistemas de inecuaciones:

a) | 2y+4x<3 b) y+2x<3
2y+x2> 3 -2y—-4 x<-8
.
C) | -y -2x <4 d| x>y+2 6] x<y+2
<2y—x <2 y>x+1 { y<x+1
x <1 x>0
L y< 2
f) (y- x <-4 9) (( x=2y
) y-2x £0 y 2> X
x>0 y <3
L y 20 X<-2

4) En cada uno de los siguientes problemas, se pide:
a) Definalas variables del problema. b) Plantee el problema. (no resuelva)

4.1) LaToy company esta planeando su programa de produccion para navidad; en particular quiere
saber cuantos juguetes de moday cuantos juguetes clasicos debe producir. Un clasico lleva 10 horas
de moldeo mas 6 horas de naquinaria; mientras que uno de moda ocupa 5 horas de moldeo y 7 horas
de maguinaria. El beneficio de un clasico esde $8 y el de uno de moda es de $6. Si se disponen de
40 horas de tiempo de moldeo y 32 horas de maquinaria, ;cuantos juguetes de cada tipo se deben
fabricar para maximizar beneficios?

4.2) Se hadecidido invertir hasta$ 1.500 en lafabricacion de circuitos impresos, de los cuales se
pueden elaborar dos modelos parala utilizacion en un equipo electronico. El costo de producir cada
uno de los modelos es de $2 y $3 respectivamente.

Para su fabricacion se requiere el uso de una maguinaria especia para el dibujo y lalimpieza de los
mismos, de lacua se dispone sélo de 30 hs. El tiempo de utilizacion de la maguinaria para cada
circuito del modelo 1 es de 6 minutosy parael modelo 2 de 5 minutos.

Se ha establecido que la demanda conjunta de | os circuitos es por 1o menos de 300 unidadesy del
total del presupuesto disponible, alo sumo el 10% deber corresponder a gasto en e modelo 1.

Se desea encontrar las cantidades de cada modelo a elaborar para minimizar los costos.

4.3) El jefe de personal de una empresa tiene que encontrar el método mas conveniente para
calificar alos que solicitan trabajo en la empresa. Debe examinar a no menos de 500 aspirantes; el
costo total del examen no debe pasar de $ 8.000.- ; € tiempo total que se puede dedicar a estos
examenes no puede ser mayor de 32 hs.
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Se dispone de tres tipos de prueba: A, B y C. Realizar 100 examenes de aptitud de tipo A cuesta $
2.000 y se necesitan 10 horas; realizar 50 examenes de tipo B cuestan $ 500 y requieren 25 hs; el
examen detipo C cuesta el 40% de los detipo A y requieren de 15 hs por cada 100 examenes.

Se ha establecido que a menos un cuarto del total de aspirantes se someta ala pruebadetipo A.
Se sabe que el 16% de los examenes"A" , el 20% de los examenes de tipo "B" y el 18% de los de
tipo "C" producen calificaciones incorrectas.

Si cada aspirante debe rendir un solo tipo de examen, ; cuantos eximenes de cada clase se deben
realizar alos efectos de minimizar los errores en la caificacion?

4.4) Una familia de productores agropecuarios posee 60 ha. de terreno, apto para el cultivo de soja,
maiz y sorgo. los cuales redituan beneficios por ha. de $30, $20 y $19 respectivamente. Por
compromisos adquiridos, la superficie cultivada con maiz debe representar como minimo del 20 %
del terreno, ademas la disponibilidad de fondos parala adquisicion de plaguicidas es de $ 800, a
este respecto se sabe que el gasto en plaguicida es de $16, por hectarea de soja cultivada, de $10 por
hectarea de maiz y de 8 por hectarea de sorgo, se desea encontrar la cantidad de hectareas a sembrar
de cada producto, de manera que se maximice e beneficio total.

4.5) "Star" es una empresa que elabora diversos cosméticos entre ellos dos lineas lideres de
perfumes: "Night" y "Day". En el proceso de produccién se mezclan tres materias primas (A, By
C). Cadalitro de lalinea Night resulta de la combinacion de 0.6 litrosde A y 0.4 litros de C;
mientras que un litro de laljnea Day surge de lamezclade 0.3 litrosde A, 0.2deBy 0.5deC. La
compaiia obtiene de utilidad $400.- por litro de lalinea Night y $300.- por litro de lalinea Day.
Parala produccion de la proxima semana se cuenta con la siguiente cantidad de materia prima:

Materiaprima cant. disponible

A 24 litros
B 2 litros
C 20 litros

Se desea saber cuantos litros han de elaborarse a los efectos de optimizar 1as utilidades.

5) Considere un problema de Optimizacion lineal con dos variables, cuyaregion factible se
representa graficay algebraicamente como sigue:

2 Restricciones:
A 1
@ 7 (3) () y+ox<4

(2 2y+2x<6

Q) 2y—-2x<2
/ > x20 y =0
\ x

Suponiendo que el 6ptimo se alcanzaen “O «, encuentre los val ores que maximizan la funcién objetivo.

6) Resolver por el método grafico los siguientes problemas de optimizacion.

a) Maxz= 2x+10y emnz= x+2y
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[ 5x+5y <100
sa 5x+ 10y <180

10x + 5y < 200

L xy=0

b) Maxz= 5x+10y

i

((-3x+2y<6
s.a x+y<10

-x+3y=>6

L X,y>0

f) Min z = -500 x - 400

i

X+ y<20 X+y2>5
s.a X+2y<36 s.a< x-3y=>0
2x+ y<40 30x+10y>135
\ X, y=0 L X,y=>0
C) Maxz= x+y g)Minz=x+y
X+y<2 x<4
y<3
sa X-y<2 s.a
X+2y>3
X,y=>0 X,y>0

d Maxz= x+y

h) Minz=x+2y

X+y=2 X>4
y<3
s.a Xx+y<1 S.
X+2y>3
X,y=>0 X,y>0

7) Muestre en forma grafica:

a) un problema de optimizacion lineal con soluciones multiples. Explique.
b) un problema de optimizacion lineal no acotado. Explique.
¢) un problema de optimizacion lineal inconsistente. Explique.

8)Considere un problema de Programacion lineal de maximizacion con dos variables, cuyaregion
factible y funcion objetivo paraz=30, se representan graficamente como sigue:

vA En base a mismo se puede establecer que:
a) € max. sealcanzaen el vértice A
B b) el max. se alcanzaen €l vértice B
\?/\ C c) €l max. seacanzaen el vérticeC
59




d) el max. se alcanzaen € vértice D
€) tieneinfinitos optimos.
D,

X

Z=30

9)Considere un problema de Programacion lineal de maximizacion con dos variables, cuya funcion
objetivo estal que en A vale 300, en B vale 250, mientrasqueen Cy D vale 280. Si laregion
factible se representan graficamente como sigue:

yA En base a mismo se puede establecer que:
a) €l max. sealcanzaen el vértice A
b) el max. se alcanzaen €l vértice B
c) el max. sealcanzaen el vérticeC

B
C
- d) el max. se alcanzaen € vértice D
/ €) tiene infinitos optimos.
/N\D

A

>
X
Respuestas:SEMINARIO 1
1)
a) x=4 b) x=10 ¢)x=1
d)x=3 e) x=0 f) no tiene solucion.
g) cualquier x h) x=1 i) x=12,5
2)
a) x=2 b) x=0 ¢)x=3
d) x=-9 e) x=6 f) —11/12
3)

a) Latasaes “i=0,2”

b) Hay 30 beneficiarios.

¢) Habia 34 tutores

d) El precio del producto sin recargo es de $350.
e) La herencia era de $45.000

f) Recorri6 en la primera etapa 200 km

g) 240 km esla distancia entre ambas ciudades
h) La base mide 4 cm y la altura es de 10 cm.

4)

a) x=2 ;y=-1 “Las rectas tienen distinta inclinacién, es decir se cortan en un punto”

b) Sistema Incompatible. “Las rectas son paralelas”

¢) Sistema compatible Indeterminado. Solucion : x=2-10y ; y que pertenece a los Reales.
“Se trata de dos rectas coincidentes”

5) a) k=1 b) m distinto de 6

6) a)M=15 V=37
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b)x=6500; y=4500
¢) x=28; y=14

7)a) Sistema compatible Indeterminado x=3z-4; y=-3+2z; z €R

b)Sistema compatible Determinado x=1; y=1; z=2

c)Sistema incompatible

d) Sistema compatible Indeterminado x=-z/ 3; y=1-z; z €R
e)Sistema compatible Determinado x=-1; y=-1; z=0
f)Sistema incompatible

8)a) x=4000; y=3600, z=7000

b) x=8; y=-4; z=5
¢) X=400; y=300; z=650
d) A=1000; B=1000; C=1500

9)Opcién d)

10)Opcion b)

Respuestas:SEMINARIO 2

1)
a) (1 -1 b) (-3 0 ¢ 8 -
(33 4 5 3 -
d (-1 -1 e) 32 1
(4 6 12 -
2)
a) (8 -6 16
4 7 -10
by (4 -3
10 -4
18 -14
G
<) [ 3 5 -z] d) [6 -10 -4J
€) 22 ) (12 -7
-15 4 3
34 24
3) a)

Para que dos matrices se puedan sumar deben ser del mismo orden.
Para que dos matrices se puedan multiplicar el nimero de columnas de la primera debe
ser igual al nimero de filas de la segunda.
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b) i=4; j=2; k=5; m=3; p=2; t=5; q=5; r=2

4) Opcion a) 5) Opcion d) 6) Opcion b)  7) Opciond)  8) Opcion d)

9) Las verdaderas son ¢) y g)

10) h=i=3;  j=k=2; r=5

11) Ayuda: Use matrices para organizar la informacion. Por ejemplo para el item a) si
llamamos A a la matriz que contiene los requerimientos de insumos para cada tipo de
vivienda A es de orden 3x5 y si llamamos T a la matriz que contiene las cantidades
pedidas de cada tipo de vivienda entonces T es de orden 1x 3, en tal caso podemos obtener
el total de cada insumo que se necesitara efectuando el producto TxA.

13) opcion ¢)

14); 15) y 16) Conceptuales.

1 7) Cr3= —4

Respuestas:SEMINARIO 3

Recuerde que al trabajar con vectores fila puede usar paréntesis 6 corchete.
(Por cuestiones de espacio los resultados estan expuestos como vectores fila, sin embargo si Ud
lo desea puede trabajar con vectores columna)

D a)E3;-1) b)A;5) ¢ (-6;3) d)4;1) e)(-3;2) ) (0;4) g) (0;-14)
2)a) (-153;1) b)(-25-151) ©)(-3;3;-3) d)(-3;4;-2) ¢)(-4;4;2) ) (-12; 8; 2) g)(6; 2; -4)
3)a) k=0 b)k=4 ¢) k=1 d) Cualquier valor de k verifica la igualdad.

4) e
5) ¢

6) Siendo V=(Xy, X2, ..., %Xn) ; W=(Ys, Y2 ..., ¥n) Y kunescalar. Complete las siguientes
idéntidades.

AKNV+W)=K (X, X2, ..., Xn ) * K (Y15 Y25+« 5 ¥n)

D) (X1- Y1, X2-Y2. .., Xn-Yn) = (V- W)

7)) (4/3;2)

8) a)L.I. b)L.D. ¢)L.D. d) LIL) e LI fL.D. gL.D. h)L.D.
i)L.D. j)LI KLI 1) LIL m)LD. n)LI f)L.I

9) Completar las siguientes afirmaciones:
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a) Si dos o mas vectores son linea mente dependientes entonces.....al menos uno.. de ellos se
expresa como combinacion lineal del resto.

b) Doso masvectores son linealmente .independientes................... s y solo s e vector nulo se
expresa como combinacion de ellos con todos |os escalares igual es a cero.
¢) Doso masvectores son linealmente ...dependientes...................... si y solo si el vector nulo se

expresa como combinacion de ellos con a menos uno de |os escalares distinto de cero.

10) opcién a)

11) opciodn c¢)

12) opciodn c)

13)a) V b) no va ¢) V d)F (el vector debe ser distinto del nulo)

14)Los escalares deben ser todos iguales a cero, pues los vectores son L.I.

15)Existen infinitas formas de expresion, es decir infinitos escalares, pues los vectores son L.D
16)Opcioén b)

17)Opcién b)
18) a)V b))V

Respuestas:SEMINARIO 4

1) [D|=2;|E|=-14; |F|=-1;]Al=2; |B|=30;[C|=3

2)
a) [2A]=2%|Al=16
b) |[AB|=|A| |B|=60
o |B’|=|B|=30
d |pp’|=|p||D’[=|D|?=4
e [3(A-B)[=3|A-B|=0
f) [100(A+C)|=100° |A+C|=0

3) | A |=-2 (intercambiando filas se obtiene una matriz diagonal) ;
| B | =6 ( matriz triangular);
| C | =0 (la matriz tiene una fila nula);
| D | = ( ( la matriz tiene dos filas proporcionales)

4) a)-5 H b) 5/3 ; c)5
5) a); e)son falsas

6) ¢
7) b)
8) a)
9) b)
10) ¢)
11) d)
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12) a) cambia el signo

d) cambia

e) no cambia

f) el determinante queda multiplicado por la constante.
g) Se anula.

13) no va

14) k distinto de 5

15) ¢)

16) -7

17) k distinto de 2

Respuestas:SEMINARIO 5

1)
L, |2 1/2 » 3 3/11 -5/11
D™= ; E~ no existe ; F =
0 1 -1/11 -2/11
2 -1 -2 1/4 -1/2 -1
A no existe B'=|3 -2 -4 ; c'=| 0 0 1
-1 1 1 1/4 1/2 O
2) b) 3)b) 4) d) 5) k=-6 6) k=1 7) falsas: c) ; h) 8)d)

Respuestas:SEMINARIO 6

3) Existen infinitas posibilidades de respuestas

2) Matrices escalonadas reducidas por filas: a) ; b); d); f); g)

3) a)verdadera ; b) falsa

49 92 5 b3 ; g4 5 1 5 2 ;3 H3I ;5 292 ;5 h3
5 rM=2 ;5 r(E)=2 ; r(F)=2; r(A)=3; rB)=3 ; r(C)=3
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r(A)=4; rB)=4; r(C)=3 ; r(D)=3

Observar:

| Si el determinante de una matriz es distinto de cero entonces la matriz tiene rango

maximo, es decir el rango es igual al orden de la matriz.
JPorqué?

6)b) ; 7)a) ; 8)¢); 9)b); 10)c) ; 11)¢); 12)b); 13)d); 14) falsas d), h)

Respuestas:SEMINARIO 7

a) Sistema compatible determinado X=(3,1)
b) Sistema compatible indeterminado X=(1+2y,y) ,y e R
¢) Sistema incompatible (no admite soluciéon)

2)

a) Sistema compatible indeterminado X=(-z,z,z) ,z € R

b) Sistema compatible indeterminado X=(1+y,y) ,ye R

¢) Sistema incompatible

d) Sistema compatible determinado X=(1,-1)

e) Sistema compatible indeterminado X=(-3+vy,y,-1) ,yeR
f) Sistema incompatible

a) Sistema compatible determinado X=(2,3)

b) Sistema compatible determinado X=(0,0)

¢) Sistema incompatible (no admite solucion)

d) Sistema incompatible

e) Sistema compatible indeterminado X=(2-z, 3,z) ,ze R
f) Sistema compatible indeterminado X=(3-2y,y) ,yeR
g) Sistema compatible determinado X=(2,0)

h) Sistema incompatible

i) Sistema incompatible

4 b)
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1 1 1 1
a4 2 4 2 2 2
A= |42 o x4 2 =
11 113
4 2 4 2 il
Vector solucion

5 c¢=1
6) c#2
7) a) 15) e)
8) e 16) e)
9) b) 17) b)
10) b) 18) d)
11) d) 19) Cuando el vector de términos independientes es el nulo.
12) e) 20) X se obtiene a través del producto A™'. B
13) b) 21) b)
14) o¢)

Respuestas:SEMINARIO 8

1)a)x>2/3 b)x< V4 cx<1 d) x> 11/8 e) x> 12/5

2) ay=>1x b)y>2x-1 C) y<32 -2x
Y
dy>-2x-14 ey<x-1 Hly>2x

9 y< 32-x/2 h) idem f)

3)
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a | 2y+4x<3 (1) b) y+2x<3 (D
2y+x>23 (2 2y -4 x<-8(2)

A A

\ t

Respuestas Practico
complementario:

1) x: cantidad de partidos ganados
y: cantidad de partidos empatados

Planteo: Respuesta: x=10;y=5
x+y=15
2x+y=25
2) x = Dinero cobrado por José
y = Dinero que tiene Maria ahorrado

Planteo: Respuesta: Xx=52;y =26

X=2y
Xx-10=y+10+6

3) x= cantidad de ingrediente | aintroducir en la mezcla

y= cantidad de ingrediente || aintroducir en lamezcla

z= cantidad de ingrediente |11 aintroducir en lamezcla
Planteo: Respuesta: x=20;y=40; z=60
{ X+y+z=120
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x=02(y+2
y=2X

4) x= cantidad de tareas de categoria A
y= cantidad de tareas de categoria B

Planteo:

Xx+y=70
x/4 +yl2=22

Respuesta: x =52 ;y =18

5) x= cantidad de autos en la playa de estacionamiento.
y= cantidad de motos en la playa de estacionamiento.
z= cantidad de utilitarios en la playa de estacionamiento.

Planteo:

X+y+z=135
z=y+10
zZ+y=X+5

6) x= cantidad de oro en laaleacion
y= cantidad de plata en laaeacion
z= cantidad de cobre en la aleacion

Planteo:

L XHYHZ o
5
5
3
Z=—=X
5

7) x = cantidad de producto A afabricar.

y = cantidad de producto B afabricar.
z = cantidad de producto C afabricar.

Planteo:

10x + 8y +6 z = 3800

{3x+2y+4z:1500
X +y+z=500

8) x = cantidad de producto 1 afabricar.
y = cantidad de producto 2 afabricar.
z = cantidad de producto 3 afabricar.

Planteo:

Respuesta: x=65;y=40;z=30

Respuesta: a) x =20,y =28;z=12
b) peso total = 60 grs

Respuesta: x =100; y =200 ; z=200

Respuesta: x =200; y =100 ; z= 150
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2x+3,5y+3z=1200
3x+25y+2z=1150
4x+3y+2z=1400

9) x = cantidad de alimento 1 aintroducir en lamezcla.
y = cantidad de alimento 2 aintroducir en la mezcla.
z = cantidad de alimento 3 aintroducir en lamezcla.

Planteo: Respuesta: x=4,y=3;z=6

4x+6y+3z=52
2x+8y+4z="56
X+6y+2z=34

10) x = cantidad de préstamos de $1000 a otorgar.
y = cantidad de préstamos de $2000 a otorgar.
z = cantidad de préstamos de $3000 a otorgar.

a) Planteo: Respuesta: x =50;y =100;z=50
1000 x + 2000 y +3000 z = 400.000
X=((y+2/3
X+y+z=200
b) Planteo: Respuesta: El problemaadmite infinitas
soluciones

1000 x + 2000 y +3000 z = 400.000
Xx+y+z=200

¢) Planteo: Respuesta: El problemano admite solucion

1000 x + 2000 y +3000 z = 400.000

X=(y+2/3
X+y+z=200
X=y

11) variablesauxiliares:
X = inversion en publicidad televisiva el aiio anterior =» X = idem este aiio
y = inversion en publicidad grafica el aiio anterior. =» Y= idem este aiio

Planteo: Respuesta: x= 10000 ; y=8.000
> X =9.000 Y=8.400
x +y =18.000
Xx-01x+y+0,05y=17.400

12) x= cantidad de litros de combustible A a mezclar
y= cantidad de litros de combustible B a mezclar
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z= cantidad de litros de combustible C amezclar
Planteo: Respuesta: x= ; y= ; z=

2x+15y+13z=153
X =2y
X+y+z=100

13) x =precio del trigo €l afio pasado.
y = precio actual del trigo
Planteo: Respuesta: x=6; y=4,8

X-02x=y
6y=5y-1.2
14) x= cantidad de dinero ainvertir en laopcion 1

y= cantidad de dinero ainvertir en la opcion 2
z= cantidad de dinero ainvertir en laopcion 3

Planteo: Respuesta: x=180.000 ; y= 120.000 ; z=200.000

0,15x+ 0,1y + 0,18 z = 75.000
z=04(x+y+z2) <> z=200.000
X +y +z=500.000

15) x= cantidad de toneladas de semilla A a mezclar
y= cantidad de toneladas de semilla B a mezclar
z= cantidad de toneladas de semilla C amezclar

Planteo: Respuesta: x= 1000 ; y= 1000 ; z=8000
24x+26y+2z=21.000
X =y
X +Yy +z=10.000

16) x= cantidad de avisos areadlizar por T.V.
y= cantidad de avisos arealizar por radio
z= cantidad de avisos arealizar en periodicos

Planteo: Respuesta: x=24; y=20;z=20
5x+3y+2z=200

X+ty+z=64
200x +60y + 50z =7.000

19) x= cantidad de llantas de tipo A afabricar
y= cantidad de llantas de tipo B afabricar
z= cantidad de Ilantas de tipo C a fabricar

Planteo: Respuesta: x=100; y=30;z=20
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9x+7y+5z2=1210
8x+5y+7z=1.090
X+y+z=150

20) x= cantidad de articulos detipo | a producir
y= cantidad de articulos de tipo 11 a producir
z= cantidad de articulos de tipo |11 a producir

a) Planteo: Respuesta: algebraicamente existen
infinitas soluciones

2x+6y+4z=24
4x+10y+6z=42
2y+2z=6

b) Planteo: Respuesta: x=4 y=2 z=1
2x+6y+4z=24
4x+10y+6z=42

2y+2z2=6
60x+10y+10z=270
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