Anélisis I - Matematica 1 - Andlisis Matematico I - Anélisis IT (C)

Examen Final. (7/08/18)

1. Sea g : R? = R la funcién g(z,y) = eG*+9)B2+20)=1 ¢ notemos por S la
curva de nivel

§={(z,y) eR*: g(x,y) =1}

a) Encontrar todos los puntos P € S para los cuales es posible despejar la
variable y en funcién de la variable x alrededor de P.

b) Probar que la funcién f(z,y) = 2z + y no alcanza ni maximo ni minimo
en S.

c) i Es S acotada?

2. Sea f : R? = Ry (x0,y0) € R% Consideremos las siguientes hipStesis
sobre f:

1. f es continua en (zo,yo)-

of

2. Existen ambas derivadas parciales g(xo, Yo), = (o, Yo)
ox dy

0
3. Existe la derivada direccional —f(xo7y0) en cualquier direccién v € R?

o ov
unitaria, v =1
. . .. of of
4. Existen ambas derivadas parciales 22’ 9y en un entorno del punto (o, yo)
xr gy

y son continuas en (g, Yo)-

5. f no es continua en (zg, yo).

0
6. %(xo,yo) # (V f(z0,90),v) para algin v € R? tal que [v[| = 1.

a) Si f es diferenciable en (zo,yo) /Que condicién/condiciones anteriores se

dan necesariamente?

b) {Que condicién/condiciones anteriores imposibilita que f sea diferencia-
ble en (zg,y0)?



¢) {Existe alguna condicién/condiciones que implique que f sea diferenciable
en (zo,y0)?

3. Enunciar y demostrar el Teorema Fundamental del Célculo.
4. Probar que dado un punto P en una curva de nivel C de una funcién

F(z,y) : R? = R de clase C* tal que VF(P) es perpendicular a la recta tangen-
te a la curva C'en P.

JUSTIFIQUE TODAS LAS RESPUESTAS



Resolucion:
1) g: R? = R la funcién g(x,y) = erty)Bet2y)—1
S ={(z,y) €R?: g(z,y) = 1}

a) Para que P € Sy ademds sea posible despejar la variable y en funcién
de x alrededor de P, por Teorema de la funcién implicita, g debe ser C* en Py

dg
a*y(P)?éO

| Célculo Auxiliar: (2x + y)(3z + 2y) — 1 = 622 + 4oy + 32y +2y% — 1 = 622 + Tay + 29> — 1

Vy(x,y) = (e(2w+y)(3m+2y)*1 (122 4 Ty), e(2r+y)(Bz+2y)—1 | (T2 + 4y)>

99
ox
]R2

0
(z,y) y 6—9(15, y) existen y son continuas V(z,y) € R? = ges C' Y(z,y) €
Y

Ahora solo falta ver para que (z,y) € R? @(x, y) #0

dy
%Z(w,y) #0 = CrrBet20)=1. (73 4 4y) £ 0 k = Tr+dy £0 =
ek #£0VEkER
Tx
dy # —Tr < y # 1

Veamos si los (z,y) € R? de la forma y = f% € S o no.

S ={(x,y) eR*: g(x,y) =1}

g(aj7y) =1 <— e(2r+y)(31+2y)—1 =1 «<— (2.%‘ + y)(31‘ + 2y) —1=0

Silos (z,y) € B2 de la forma y = —%” €5 (m-%’)(wn(-%))—l ~0
xr X
G- -1=0
2
R
8

22 = —8 — jAbsurdo! ya que = € R.

= Los (z,y) € R? de la forma y = 7%% ¢ S= Los (z,y) € R? de la forma

y;«é—%eSé

P={(z,y) eR*:g(z,y) =1} =S

b) S = {(z,y) eR*: g(z,y) =1} y flz,y) =22 +y

g(z,y) =1 <= G201 =1 0 224 9)Br+2y) —1=0 <



Try

2
6ﬁ+zw+mﬂ:1¢$em¥+%}+%q:1
2

Ty  49y% 49y gy 1

249, 24 77 77 7 C
e Tt T 14 T3 T 6
Ty y? 1
= (v+3) REVYIANT
7 N/PEY)
¢:’x+£ _ vy e
12 12
v R+ 24
@xz—%i%

Los (z,y) € R? tal que f(x,y) = 2z + y y ademds pertenezcan a S son:
Q={(z,y) € §/f(z,y) =2z + y}

Q=t={(.) e B/ hy) =2~ L= VL2 1))

Entonces, para probar que f no alcanza ni maximo ni minimo en S, hay que
probar que h(y) no tiene méximos ni minimos.

h(y) tiene méximos y/o minimo <= h’(y) = 0 para algin y € R

h(y)zg(_@iiw)w

12 12

Ty Vyr+24
h(y):—giT‘i‘y

y  Jyr+24
M) =—g=—5

Yy y2+24 y Ay +24
i) = L+ VL2 gy = Y VR

Dm(hy(y)) = R = Dm(hy(y))
Planteo hf(y) =0y h(y) =0

__ = Y

o~ ) 0=l )
0=—( -1+ ——=) A0 14—
6( y? 424 6 y? + 24
y

Y
l=——2 AN-1= ——
VY2424 Vy?+24
VY2P+24=y AN —/y*+24=y

Y2 +24 =% A y? 424 =92

24 =0 A 24 =0 — jAbsurdol = W' (y) # 0 Vy € R = h(y) no alcanza ni
maximo ni minimo. = f no alcanza ni méximo ni minimo en S.

¢) S={(z,y) eR?*: g(z,y) = 1}



glz,y) =1 = FrtnGa420)-1 — 1 0 622 4 T2y + 292 = 1 —

2(y2—|—7x7y—|—3x2)=1<:>y2+%+3x2=%
<:>y2+2~%+4?g274?22+3x2:%
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S:{(x,y)€R2 y— 7:0 :v24+8}

Tx x2 + 8 Tx 2+ 8
Llamo I(z) = -7 1 = _(4 + I )
Tx x2 + 8
Jim 1) = Jim (7 ) =

= [(x) no es acotada inferiormente = I(z) no es acotada = S no es acotada.
2)a)1,2y3.b)5y6.c) 4
3) Teorema Fundamental del Célculo: Si f es continua en [a,b], entonces

F(z) = [ f(t)dt es continua en [a,b], derivable en (a,b) y F'(z) = f(x) para
todo x € (a,b).

Demostracion. Teorema Fundamental del Célculo.

F(x) = [; f(t)dt

x+h

F(z+h) - F(x) B LI fyde — [T f(t)dt
h ~— h
[z,2+h]C[a,b]
Fle+h) —F@) [ f0de+ [T fde— [} f0)dt
h — h
feontinuaen]a,b]
Flz+h)—F(x) _ [T f@0)dt fo) - (x+h—z) _ f(c)-h £
h h —~— h h
T.V.M.I.

Teorema del Valor Medio Integral: Dada f continua en [a,b] = Jc € (a,b) / f; f@)dt = f(c)(b—a).

ce(x,x+h) <= c=x+thconte(0,1)



= limc==x
h—0

lim ¢ =z = lim f(c) = f(z). Por ser f continua en [a, b] (y [z, z+h] C [a,b])
h—0 h—0

F(x+h)—F(z)
G

Retomando:

. F(x+h)—F(z)
A

%11% F(xz+ h]z — F(x) =F'(z)y }1113}) fle) = f(x)
= F'(z) = f(z)

4.

Demostracion. Dado un punto P en una curva de nivel C' de una funcién
F(z,) : R? = R de clase C* tal que VF(P) es perpendicular a la recta tangente
ala curva C'en P.

V F(P) es perpendicular a la recta tangente a la curva Cen P = (xq,y0) <
(VF(P),(z,y) — (x0,90)) = 0 ¥(z,y) en la recta tangente.

F(z,y) : R* = R de clase C* tal que VF(P) # 0. Por lo tanto podemos
escribir a F' como F(z,y) =c¢

Como VF(P) #0 = aF(P) #0y/6 %(P) # 0. Voy a tomar g—F(P) #£0

o y
(La demostracién es andloga si tomo a—x(P) #0).
F
Como F es C' y G—(P) # 0 = cumple con las hipétesis del Teorema de la
Y
funcién imph’citFa, por lo tanto admite una funcién ¢ : U — V tal que ¢(x9) = yo
: oz D)
y e (1‘0) - - OF
87y<P )

La ecuacién de la recta tangente estd dada por el Polinomio de Taylor de
grado 1, centrado en xg.

y = ¢ (z0) - (. — z0) + ¢(w0)
OF

2 (s
Y="5F “\T = o) T Yo
P
(=) 5 (P) = =5 (P)- = w0)



(=90 5 (P)+ 5 () (o =) =0

(VF(P),(z,y) — (x0,90)) = 0 ¥(x,y) en la recta tangente.



