ANALISIS 2-(Ingenieria en sonido y computacion)-Examen Final-(16-12-2016)

Nombre Comision

Problema 1. Analizar si la funcién f : R> — R definida por la expresién que aparece en (1) resulta
diferenciable en R2.
SV @) £ 00)
si(z, N
) Y

fly) = 1)
0 si (z,y) =(0,0)

Problema 2 Sea g : R? — R? una funcién diferenciable en P = (1, 1) tal que g (1,1) = (2,2) y ademas
1 -2

y’(1~1):[1 )

Por otro lado se tiene la funcion f : R? — R definida como f (z,y) = zy + ¥/7¥,
a) Analizar si f (z,y) es sobreyectiva.
b) Calcular el plano tangente a h (z,y) = (f o g) (z,y) en el punto P = (1,1).

Problema 3 Dada la siguiente curva parametrica C (t) = (% cost + cos®t ,%sinf + costsin t) con

0 <t < 27 calcular
6y —6a
———— —y|dz —— |d
,/m (412 I y) ot <4z‘2 T 9y2) Y

Problema 4 Sea V C R? la esfera maciza V = {(z,y,2) € R® 12?2 +y* + 22 <2} y 51,5, 5; las
siguientes superficies

Slz{(axy,z)ERg:.'r,z—;z/2+z2:0 A yz()} 52:{(;t,y‘z)ER3:x4—z:0}

Sa = {(.T,,y,z) eR¥ P42+t =2 }
Dados los campos vectoriales
Fi(z,y,2) =yl+ 2] +2K Fy(z,y,2) = (1:2 — %22) I+ (yz+ay)J+ MK
Calcular las siguientes integrales :
i) / F,ydonde S*=5,NV , ii) // F, donde C'=S5,NS;
S* C

Problema 5 . Dada la funcion f : R? — R definida por la expresién que aparece en (2)

(r%’;)z si (w,y) % (0,0)

fay) = 2
0 st (z,y) =(0,0)
a) Hallar todos lon € N de modo tal que f (z,y) resulte integrable en la region

D={(x,y) € R*:a’+y* <1}

b) Con los n € N hallados en el inci

a) calcular el valor de /f (z,y) dady
D

Resuelto



Problema 1. La funcién es un cociente de polinomios cuyo denominador
'yt =0 <= (2,9) = (0,0)

solo se anula en el origen. Sean

entonces Y(z,y) # (0,0),

_ P(I,y) "1 _ P,<I,y)Q(ZE,y) —P(I’,y)Q/(l’,y)
f<x’y)_Q(:c,y):>f( 7y)_ Q2<x,y)

la derivada de la funciéon también es un cociente de polinomios con deno-
minador no nulo, luego f tiene derivadas continuas y por lo tanto es diferen-
ciable en todo R*\ {(0,0)}. Queda por analizar el (0,0).
Chequeamos que sea continua, en tal caso deberia cumplirse por defini-
cion:
lim f(z,y) = f(0,0) = 0
z—0
y—0

Hay basicamente tres maneras de probarlo.

1. Como bien deberiamos saber a esta altura
22y

xt + oyt

(x2—y2)220 <= <

1
2

y como

entonces f(z,y) —0> 0 pues se trata del conocido “cero por acotada”.
Tr—r
y—0

2. La funcién es homogénea, i.e.

VYA e R, f(Az, \y) = M (z,y)

la prueba es trivial para A = 0 por definiciéon de f, y para A # 0 hay
que hacer la cuenta:

PO NS (Y
JOEN) = A 0w~ M@ g <x4+y4) =M@y)
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El hecho de que f sea homogénea de grado 1, indica que es conveniente
pasar a coordenadas polares.

V0 € [0,27], f(pcosB, psenf) = p f(cosf,send)
—_—

9(0)

Recordemos que el denominador Q(z,y) = x* + y* sélo se anula si
x =y = 0. Si arbitrariamente tomamos z = cosf, y = senf se tiene
cosf = senf) = 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, no existe ningun
valor de 6 para el cual Q(cosf,senf) =0y

P(cos@,sen )

0) = f(cosf,senf) = ——+ —=
9(0) =/ ) Q(cos 6, sen h)
es una funcién continua de una variable en el intervalo cerrado [0, 27]
por tratarse de un cociente de polinomios en # con denominador no
nulo. Recordemos de Analisis I el teorema de Weierstrass:

| Toda funcién continua en un intervalo cerrado es acotada. |

Como g cumple los requisitos del teorema, podemos aplicarlo. La tesis
del teorema nos dice que g es acotada, por lo tanto para todo valor de
6 en el intervalo cerrado [0, 27},

f(pcosO, psenf) = pf(cosh,send) = pg() — 0

p—0
44 7
otra vez, “cero por acotada’”.

. Por definicion, supongo que nadie hizo esta. Tampoco hace falta.

Elegimos ¢ = 2¢. Esto pone a ¢ como funcién de . Por definicién de
funcion, para cada € existe un unico 9, en particular si € > 0 entonces
también 6 > 0.

Es decir que al elegir 6 = 2¢, para cada e positivo hay un 4, también
positivo... jles suena? jEs la primera parte de la definicion del limite!

Vamos por la segunda parte, para eso suponemos que se cumple la de-
sigualdad ||(z — 0,y — 0)|| < 4, pero como tomamos § = 2¢ entonces la
desigualdad equivale a ||(x,y)|| < 2. Esta desigualdad es una hipdtesis.

Ahora calculamos V(z,y) # (0,0)
222
zt + yt

$3y2

x4_l_y4 :lfL’|




peeeeroooo |z| < ||(z,y)]], iy como supusimos que ||(z,y)| < 2&, enton-
ces |x| < 2¢ por transitividad! Ademés, recordemos que

2. 9
2 2\ 2 -y 1
— >0 «— —
(x y) — x4+y4 — 2
con lo cual obtenemos finalmente
229 1
Fy) =0l =lol - | -] < (20) 5 =

acabamos de probar que para todo ¢ > 0, existe un 0 > 0, de manera
tal que se cumple la implicacion:

[z, y)ll <0 = [f(z,y) = 0] <e

La proposicion demostrada no es otra cosa que la definicién de limite

lim f(z,y) = 0.
y—0

De cualquier manera, la funcién es continua en el origen, finalmente, es

continua en todo R?2.

Calculamos las derivadas, notemos que f(x,0) = f(0,y) = f(0,0) =0
para todo (z,y) # (0,0), esto vale incluso ANTES de hacer el limite (son
valores constantes que no dependen de las variables). Tenemos entonces:

R T f(.ZU,O)—f(0,0)_, O_O_
00 =l = o S =
17 f(07)_f(070)_f 0_0_
£,(0,0) = limy 0 —;lgg)—y =0

La ecuacién del plano tangente a la funcién f en el punto O = (0,0) es

Tiyo)(7,y) = f'(0,0) B B 8} + £(0,0) =0

Con lo cual el resto queda ¢(r0)(z,y) = f(z,y) — Tiro/(z,y) = f(z,y).
Recordemos que f es diferenciable en O si y sélo si

lim w —0.
=0 (=, gl



No obstante, al tomar una recta por ejemplo y = z, o en forma paramétri-
ca (z,y) = (t,t), se tiene

droit.t) _ f(t.1) _tf(l,l)_<t><f(1,1)):i 1

Il el — Ve — \l A V2 212

es decir que el resultado depende de si se toma t > 0 o t < 0, luego

Alim brr.01(7,y)
9 | (z, )l

y por lo tanto f no es diferenciable en el origen. En realidad, para de-
mostrar que f no es diferenciable en O, basta con probar que se obtiene un
numero distinto de cero. Esto por lo menos, para una direccién.

RESPUESTA: f no es diferenciable en todo R?, mas sf en R?\ {(0,0)}.

Problema 2. En este problema hay dos puntos para resolver. Primero:

a) Analizar si f : R — R, f(z,y) = 2y + ¢/Zy es sobreyectiva.

Para probarlo fijamos por ejemplo y = 1, entonces nos queda una funcion
de una variable ¢(x) = f(z,1) = = + /= que obviamente es sobreyectiva:

lim p(x) =—00 A lim @(x) =+o0
r—r—00 T—+00

significa esto que Im(p) = R y por lo tanto también Im(f) = R. El
resultado es independiente del valor de y escogido de antemano.

Geométricamente, esto significa que la superficie que conforma la grafica
de f tiene al menos una curva sobre ella que recorre todo el espacio en forma

vertical. Se muestra esta situacion en la figura 1. Alli, se ve que la superficie
Gr(f) (grafica de f) contiene la curva

Se grafica dicha curva en un plano, también en la figura 1. La referida
grafica representa lo que se ve sobre los puntos del plano y = 1.

b) Nos piden el plano tangente a la funcién h(z,y) = (f o g)(z,y) en el
punto P = (1,1). Obviamente, P esta en el plano (z,y).

b}



Figura 1: Gréfica de las funciones f y ¢.

Recurrimos a la expresion de siempre:

r—1

o) =10 77 | 4000,
Tenemos que calcular dos cosas. En primer lugar,
M(L1) = (fog)(L1) = Flo(LD)] = f(2.2)=2-2+V22=4+ Vi

Para todo lo demas, existe la derivada. Atencion que muchos la pifiaron
con los puntos, y el ejercicio se les consideré mal resuelto. En principio,
déjenme escribir f(u,v) en vez de f(x,y) para no confundir las cuentas.

flu,v) = uv + Juv
f(u,v) = [v+ %(uv)_%v U+ %(uv)_gu}

En nuestro ejercicio necesitamos f'[g(z,y)] vy NO f(x,y), escribir u y v
en vez de x e y quizés sirve para avivarse de ello. En este caso, viene a ser
(u,v) = g(x,y) y entonces como (z,y) se mapea a (u,v) a través de g, en
particular podemos afirmar que el punto P = (1, 1) se mapea a través de g al
punto g(P) = g(1,1) = (2,2). ESTE SI es el valor que tenemos que sustituir.

Aplicando la regla de la cadena tenemos:

W(x,y) = (fog)(z,y) = flg(x,y)] g (x,y) = f'(u,v)g'(u,v)



entonces si (z,y) = P = (1,1), (u,v) = (2,2), por dato se tiene
KLY = re2dan = [yt 2t ) ) -
)t ol <] e o
— |4+ 35

Tenemos todo, h(1,1) =4+ /4y W' (1,1) = [4 v 0]. Queda

Tinpy(z,y) = h'(1,1) - B:ﬂ +h(1,1) = [4+% 0] : B’:ﬂ +4+Va=
= <4+?> (¢ —1)+4+ Vi= (4+%Z)x+§\3/1

Esta es la respuesta final.

RESPUESTA: el plano tangente a h en el punto P = (1,1) tiene la

ecuacion siguiente.
/4 2
s = (4 + %) v+ VA

Problema 3. Designemos al campo como F(z,y) = ( 4x2%’9y2 -, 4x;fgy2 )

Dada la curva paramétrica C(t) = (% cost + cos? t, % sent -+ costsen t) con
0 <t <2m, lo que se pide es la integral curvilinea a lo largo de C.

Verifiquemos primero que C' esta siendo recorrida antihorario, como pide
la consigna. Podemos darle un par de valores para verificarlo, por ejemplo
C(0) = (g, O) , C (%) = (0, %) , C(m) = (—%,O) . Se ve que, a medida
que aumenta t, la parametrizacion describe un arco de curva que se recorre
antihorario. De hecho

C(t) = <(% + cost) cost, (2 + cost) sen t>

es la parametrizacion de la curva en coordenadas polares p = % + cos b,
que se denomina cardioide. Ya deben haberla visto. Si no la vieron, deléitense
con la magistral figura nimero 2.



Figura 2: Gréfica de la cardioide p = % + cos 6.

El campo puede expresarse de la siguiente manera:

6y —6x
472 4+ 9y?’ 422 + 992

)+cuo

“ Fa(zy)

F(z,y) = (

Fl(xay)

con lo cual, por linealidad, la integral pedida es

[ =] Fs [ F
c+ c+ c+

Hacemos esta cuenta en dos pasos.

1. Primero, calculamos la integral sobre F;. El campo no esta definido
en todo el interior de la curva C', pues tiene al origen como punto de
indefinicién. Para calcular la integral, conviene aplicar la extension del
teorema de Green a regiones multiplemente conexas.

Para ver que realmente el teorema facilite la cuenta, tenemos que cal-
cular el rotacional escalar, a veces denominado también como “rotor”,



a secas. El nombre no importa, lo que SI importa es que

—6x 6y
F)=D,(—2 V_p (-2 __)_
rot (Fy) m (4:62—1—93;2) v (4x2+9y2>

—6 (422 + 9y?) — (—62) (87) 6 (42% 4+ 9y°) — (6y) (18y?)

(422 + 9y2)° (422 + 9y2)
_ —240® — 54y 4827 24 + 54y* — 108y°
(422 + 9y)° (422 + 9y?)?

2472 — 5497  242% — 54y?

(4x? + 9(7;2)2 (4x? + 9y2)2

y con lo cual el teorema simplificara MUCHO la cuenta.

Encerramos al origen con una curva arbitraria, particularmente convie-
ne una elipse de la forma

42° + 9y = R?

por la forma en la que se encuentra definido el campo F;. El radio
R puede elegirse arbitrariamente pequeno, o grande, segin se quiera.
Como el origen es un punto interior de la regién delimitada por C', de
seguro existe un disco de cierto radio que lo envuelve. Basta tomar R
como ese radio. Otra justificacion seria la siguiente: como C' es acotada,
existe un disco de cierto radio que envuelve toda la curva (y por lo tanto,
el origen). Asignariamos a R un valor mayor o igual que dicho radio, y
listo.

Eligiendo alguno de los dos métodos (la verdad, da igual, la integral no
depende del radio escogido) una parametrizacién de la elipse es

1 1
v :[0,27] — R?, ~(t) = (§Rcost, gRsent)

Ahora aplicamos la extensién. Recordemos que esta consiste en unir
un par de puntos arbitrarios de C' y v, de manera que se formen dos
regiones simplemente conexas (ver figura 3). Se aplica el teorema de
Green sobre ellas, de manera que las integrales de linea sobre las curvas
de unién se cancelan y queda:

/c+ k= /7+ F, = /027r Fi[y(t)] -~/ (t)dt =

™ (9Rsent —3Rcost
:/ ( s;an , sos > . (—%Rsent, %Rcost) dt = 2.
0 R R




Figura 3: Extension del teorema de Green, aplicada a las curvas C'y 7.

Por ahora tenemos la integral del campo F;, nos queda la

2. integral de F5. Esta puede calcularse a mano, o si no, como rot(—y,0) =
1 y el campo (—y,0) esta definido por completo dentro de C', vale el
teorema de Green. Queda:

/C+ Fy = arealint(C)]

y el area puede calcularse muy facil con las coordenadas polares.

3
27 5 +cos 6 11
area[int(C)] = // dx dy = / / pdpdf = Vi
int(C) 0 0

Independientemente de las dos cuentas, el resultado final queda

11 3
/ F:/ F1+/ Fo=-2n+—7m=-m.
c+ c+ c+ 4 4

RESPUESTA:/ F = %T'

Cc+

Problema 4. Problemas de integral curvilinea e integral de superficie.
i) nos piden la integral del campo

F :R} —R? Fi(z,y,2) =yl +2J + 2K

10



sobre la superficie S* = S; NV donde S; es el cono “acostado”’sobre el
eje y
Si:ia®—y*+22=0Ay >0 obieny=Va2+ 22

y V es una esfera maciza
Va4t 422 <2

La interseccion es facil, sustituimos el y despejado y = Va2 + 22 en la
inecuacién de la bola sélida, y tenemos

2
:c2+<\/x2—|—22> +22<2 «— 224+ :2<1

con lo cual S* : y = Va2 + 22 A 2% + 2% < 1. Podemos ver también a la
superficie S* como la grafica de la funcién g : D — R con D : 2% + 22 < 1,
definida por la expresion g(z, z) = vVa? + 22.

El vector normal positivo sale casi autométicamente, por ser S* = Gr(g).

n(z,2) = —go(z, 2)I+J—g.(z, 2)K = — (ﬁ) I+J— (ﬁ) K

la expresion del campo sobre la superficie queda
F, (m,g(w, 2), z) = (\/xz + 22> I+ 2+ 2K

el producto escalar es

Tz

N

/* F, — //DF1 (2.9(x.2).2) n(z.2) dedz =

—// (—x—l—z—L) dr dz
~ 1) N |

Para hacerla rapido, cambiamos a polares

Fy (a:,g(a:, z), z) ‘n(r,z)=—x+2—

con lo cual

x = pcosb
, 0<0<2r = dxdz=pdpdf
z = psent

11



la regién D se transforma en un rectdngulo R = [0, 1] x [0, 27| luego

[0
/ F, :// ( pcosf + psenf — d COSGSQHQ) pdpdf =
5 2
:—{/0 [cos<9+z)+—sen29} 9}( pdp):

g

0

ii) Nos piden la integral del campo
Fo(z,y,2) = (zz — 32°) T+ (yz + 2y)J + "°K

sobre la curva C' = S, N S5 donde S5 : z = 2* es un cilindro parabdlico y
Ss 2% + 22 + y? = 2 es un cilindro también, pero de distinta especie.

Calcular la integral curvilinea a mano parece muy complicado, asi que
vamos a cruzar los dedos y rezar para que el rotor dé algo sencillo.

rot(Fy) = —yI + (. — 2)J + yK

No hizo falta rezar mucho. Ahora elegimos una superficie que tenga como
borde a la curva C'. En principio, hay dos posibles: S5 y S3, pues es su
interseccién la que genera C'. Mas formalmente,

A: r—2=0 A x8+x2—|—y2§2
B: 2 +22+y* =2 A 't — 2 <0

(notar que también podria ser ¢ — z > 0). Al calcular los vectores nor-
males

ny = —4x3I + K
ng = (827 4 2z) I+ 2yJ

y el respectivo producto escalar, en cada caso, se tiene

rot(Fy) - ny = 42y +y
rot(Fy) -np = —827y — 2xy + 2(z — 2)y

con lo cual, en principio, estas superficies no nos solucionan sustancial-
mente el problema. El truco estd en notar que, al estar C' definida por

12



x* — 2z = 0, entonces puede sustituirse z = 2* en la segunda ecuacién para
obtener una equivalente:

C:a'—z=0A2*+y*+22=2
entonces otra superficie que tiene como borde a C' es
I+ +22=2A2"—2<0
cuyo vector normal es
np = 221+ 2yJ 4+ 22K
con lo cual
rot(Fq) -np = 22y + (v — 2)(2y) + 22y =0

y listo. Finalmente obtenemos, por el teorema de Stokes, que la integral
pedida es cero. En el final escribimos ordenadamente:

RESPUESTA: / F, =0.
C

Problema 5 Nos dan la funcién partida f : R> — R

— i (z,y) # (0,0)
x,y) = { @+v?)
fle.y) {o s (2,y) = (0,0)

y nos piden, primero,

a) Hallar todos lo n € N de modo tal que f(z,y) resulte integrable en la
regiéon

D:2*+y* <1,

Muchos, al plantear este problema, escribieron que para que f fuera in-
tegrable, tenia que ser continua. Bueno esto muestra un error légico muy
comun, a veces cuando analizamos implicaciones légicas, nos “olvidamos”del
sentido que toma el simbolo de implicacion material (habitualmente llamada
“flechita”==). Pasa en Analisis I con el teorema de Rolle, también con aquel
que dice que es condicion necesaria pero no suficiente que una derivada se
anule para que tenga extremo local, etc...

Voy a explicarme un poco. En los cursos de Anélisis Matematico I se da
(deberfa dar) el siguiente teorema.

13



Si una funcién de una variable es continua en un cierto intervalo real,
entonces es también integrable en dicho intervalo.

Notese la direccion de la implicacion material, estamos diciendo que una
funcién (lldmese g) en un intervalo real (lldmese I) cumple siempre que

g continua en I = ¢ integrable en [.
El reciproco no necesariamente es cierto, a saber,

g continua en [ <= ¢ integrable en [, o bien

g integrable en I = g continua en [.

Como contraejemplo sencillo, tomese cualquier funcién discontinua con
salto finito, por ejemplo g(x) = sg(z) (funcién signo):

/_llsg(x)dx——/_idx+/01dx—(—1)+1—0.

Asi que el reciproco no es cierto. ;Se entiende? Permitaseme repetirlo una
vez mas, para que quede claro: jno es necesario que la funcion sea continua
en un intervalo para ser integrable!

El razonamiento analogo aplica en varias variables, pero en vez de inter-
valos, consideramos regiones del plano.

Ahora si, podemos seguir.

Necesitamos que, de haber discontinuidades, estas sean como mucho esen-
ciales de salto finito. Esto sale facil al analizar limites curvilineos. Les mos-
traré lo que ocurre para n = 2, para que entiendan de qué hablo.

3 1
=——
(2t2)2 At =0

n=2:Vt#0,f(t,t)=

Para n = 2, hay un salto infinito a medida que nos acercamos al origen,
en este caso a través del camino y = x = t. El camino, de todos modos, no
importa, lo que si importa es que la funcién no es acotada. Y basta con un
camino para probarlo.

Tratemos de ver para qué valores de n ST 1o est4.

y2

x? + 92

n

y
(22 + y2)°

ry
x? + y?

ly|"?

Y(z,y) # (0,0),[f(z,y)] = ‘

14



Como bien deberiamos saber a esta altura, ... qué digo saber, lo de-
beriamos recontra saber...

2 LY 1
— >0 <= <=
(] — y])? > e EL
y ademas
2
? >0 <= <1
x4+ y?

con lo cual |f(z,y)| < %\y[”_?’. Esto nos dice que f es acotada en D para
todo n > 3. En particular, si n = 3, jla funcién estd acotada en todo R?!

’RESPUESTA: los n € N que hacen integrable a f en D son los n > 3.

b) Nos piden la integral doble de la funcién f sobre el disco unitario D,
para los n hallados. Dijimos que tiene que ser n > 3 para que la integral
salga, entonces teniendo en cuenta esto, planteamos

xy"
v, y)ded ::/——————dxd
/Df( y) dz dy b (1 g2

Cambiamos a polares

x = pcosb
, 0<0<2r = dxdy=pdpdf
y = psenf

la regién D se transforma en un rectangulo R = [0, 1] x [0, 27| luego

mo el ot o @ sen”™ 6
/f(xvy)dmdy:/ /p o pdpdf =
D o Jo

2

1
= (/ cos f sen™ 6 d9> (/ P2 dp)
0 0

cambio de variable: u = sen # queda

n+1 n+1
/Cosﬁsennedez/u”du:u —I—C:M+C
n+1 n+1

con lo cual la respuesta es

n—l—l@ 2m n—1 71
sen } {p } _o

[ steadeay = <

n—1

0 0

Y listo.
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