Analisis Matematico 2- INGENIERIA - Examen Final - 21 de Julio de 2016.
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Problema 2(20)
Dada la funcién F : R? — Ry tal que F'(1,1) =1, F'(1,1) = [ =1 4] Hallar la ecuacitn del plano
tangente a la grafica de la funcidn z = G {2, y) en el punto p = (1,1} siendo
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Calcular la integral curvilinea

Fy(zy2) = (Ze_Ig y =34+ 35, sin {32})

Fa(z,y,2) = 21+ (2)d — 2K,

caleular las siguientes integrales
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ii) [ F,donde § = {(z,p,2) ER*:2? + )2+ 27 =2 A 22+ A< 4} 0
Jar

Resuelto



Problema 1. a) Como

filz,y) =

x—1y’ xt — 2%y + y?

son cocientes de polinomios, determinaremos sus respectivos dominios a
partir de los complementos. El procedimiento es conveniente y sencillo, pues
dichos complementos coinciden con todos los puntos del plano R? que hacen
cero a los denominadores.

Para f:
r—y=0<= y=x . D? = {(:1;,1/) ceR?:y= :1,:} ={(t,t) : t € R}
Para f:

=2y +y° =0
(:EQ—%y)2+%y2:() <= ’2—1y:0Ay:0

luego DS = {(0,0)}.

CONCLUSION:

Dy =R?\ {(a,a) : a € R}
Dy = R’ \ {(Ov O)}

b) Todo cociente de polinomios univocamente determinado en un abierto
es diferenciable en este, si los puntos pertenecientes a dicho abierto son tales
que el denominador del cociente no se anula.

Analizaremos a continuacion si es posible realizar una extension continua
de cada funcion en los puntos pertenecientes al complemento del dominio.

Extension continua
Para f:

lim f1(z,y) =

y—a

{oo sia#0

07 gigq—
0 sia=0

queda por analizar el caso a = 0, eso hacemos.

4,4
T
lim fi(z,y) = lim{ Y }
z—0 z=0 | — vy
y—0 y—0
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De existir el limite, tendria que existir el curvilineo sobre cualquier tra-
yectoria infinitesimal con tendencia al (0,0), contenida en D;.
Esto no sucede asi: basta escoger C'(k) = Din{(z,y) € R? : x = y + ky®},

1
lim cur = I =1 ky® = —.
limeurvfi(r,y) = lm o fi(ey) = o fr (v +ky"y) = 7
y—0 (z,y)eC(k)
Les recomiendo hacer la cuenta para que no queden dudas. Como suge-
rencia, primero calculen con tranquilidad la composicién para todo y # 0,

1+ ky”

fily+kydy) = p

se ve entonces que, cuando y — 0, se obtiene la tendencia a % Eviden-
temente el limite doble no existe, pues para cada curva C(k) elegida el valor
del limite cambia. Luego

ﬂlin% fi(z,y) = f1 es discontinua en (0, 0)
Tr—r
y—0

pero ademas vimos que

Va # 0, lim fi(z,y) = oo = fi es discontinua en (a,a).
y—a

Como la implicacion es para todos los valores de a, f es discotinua so-
bre todos los puntos de la recta. La discontinuidad, aunque de otra especie,
también aparece en el origen, en virtud de la implicaciéon anterior.

.. f1 es discontinua en D?.

CONCLUSION: como es imposible extender f; de manera continua sobre
DE. se concluye que tampoco puede ser extendida de manera que resulte
diferenciable en D?.

Para fy: Analizamos la continuidad de la funcién en Dg. Planteamos

lim fo(.y) = I { Ty
1m jo(,y) = 11 m
:38 gy Lot =2ty ty
Déjenme decirles que el limite existe y da cero. Las pistas reunidas hasta
ahora para sospecharlo son las dos siguientes:



1. El complemento del dominio D% = {(0,0)} estd formado por un tnico
punto aislado. Obsérvese que este no era el caso de la funcién anterior,
que estaba indefinida sobre toda una recta D — {(t.1) 1 € R}.

2. El grado del numerador gr (z'y) = 4+ 1 = 5 es mayor que el grado del
denominador gr (z* — 2%y + y?) = méx {4,2 + 1,2} = 4.

Con esto, reunimos todas las sospechas de que la funcién es continua,
pero nada podemos afirmar a menos que tengamos una prueba de ello. Hay
muchas maneras de hacerlo.

Una de ellas es la tipica “cero por acotada”, que se basa en acotar la
funcion auxiliar siguiente.

%y

g(z,y) = m

Si logramos acotar g, es muy facil aplicar el teorema de “cero por acotada”
porque f puede descomponerse en tal producto fo(z,y) = (2?) - g(z,y).

Hay muchas maneras de acotar g, a mi se me ocurrieron varias.

Va la primer acotacién (algo criptica, pero no por ello menos creativa):

2
0< (2% —y|)
0<azt— 2x2]y| + 92
0<a*—2*(ly| +yl) + ¢

como |y| > y entonces |y|+|y| > y+|y|, multiplicando miembro a miembro
por —1 se tiene — (|y| + |y|) < — (y + |y|). Luego por transitividad,

0<at =22 (y| +|y|) + 12 < z* — 2% (y + |y]) + ¢
0< ot — 2Py — 2Pyl + ¢
x2|y| <zt — x2y +y2

donde se sumé miembro a miembro x?|y|. Como
x4—x2y+y2: (x2—%y)2+%y2 >0

entonces puede dividirse miembro a miembro por esta cantidad, sin alterar
el signo de la desigualdad. En virtud de las propiedades del valor absoluto:

2 2
2yl <1 . x2y :
T —xy +vy

<1
$4_l.2y_|_y2 —

que equivale a afirmar |g(x,y)| < 1, luego g es acotada.
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Para la segunda forma recurrimos al calculo de las curvas de nivel de
la funciéon g. Recordemos la definicién, las curvas de nivel ¢ son todos los
puntos en el dominio de g tales que g(x,y) = c. Dicho esto, planteamos

g(w,y) =c
%y
—_— = C
Zlﬁ'4 _ $2y + y2

Si ¢ = 0, no nos sirve porque nos queda z = 0 o bien y = 0, se trata
de los ejes. Hasta ahora, eso nos dice que la funcién pasa por cero en todos
esos puntos, cosa bastante obvia e inttil, pues sabemos que siendo g no
constantemente nula, ha de tomar valores no nulos fuera del conjunto de
nivel ¢ = 0.

El caso de interés resulta ser por lo tanto ¢ # 0, para estos valores pode-
mos manipular la ecuacion de la siguiente manera:

1

[

22y = ot — 22y 4 o

0=2z"— (1—1—%) 2y + o>
Las curvas de nivel quedan definidas sélo para algunos valores de ¢, se
trata de todos aquellos que satisfacen la ecuacién cuadratica precedente.

Para encontrar dichos valores existen diversas maneras, por ejemplo si
llamamos ¢t = 2% podemos reordenar la ecuacién anterior asi:

£ [+ )+ ) =0

jo sea que es una cuadratica en t! La ecuacion cuadratica tiene solucion si
y sélo si su discriminante A > 0, ojo que aca los coeficientes de la cuadratica
(los corchetes) dependen de y. Entonces

A=+ 4[] = [0+ -4 = (=) ()

como de por sf y? > 0, entonces el signo de A depende pura y exclusiva-
mente de los paréntesis que, a su vez, dependen de c.
Hay dos casos posibles.

1. ¢ > 0: en este caso, el segundo paréntesis es positivo y todo depende
del primero (tiene que ser positivo también, claramente).

1120« 1>1 < 1>c¢

ojito acd que el signo se mantiene al multiplicar miembro a miembro
por ¢, solo porque c es positivo. Esto no ocurre en el siguiente caso.



2. ¢ < 0: el primer paréntesis es negativo y todo depende del segundo.

W=

143<0 = 1< 3 = 1>-3c <= —-i<c

Revisen los cambios de signo hasta comprenderlos enteramente... no
vayan a pifiarla en algo asi, tan simple y elemental.

Cuestién que obtuvimos —% < ¢ < 1, lo cual quiere decir que

V(z,y) € Do, —% <g(xz,y) <1, .. g es acotada.

La tercera forma consiste en hallar las cotas —% y 1 acudiendo sélo a
las desigualdades, de la siguiente manera.

Cota inferior de g.
0< (2? +y)2 = 2!+ 2%y +y* = (2" — 2y + y?) + 327y

restamos y dividimos, considerando de la misma manera que antes, que
2
ot — 2Py +y? = (2% — 1y)" + 3y* > 0, luego

—32%y < 2t — 2%y + ¢

o 2
i
= a2y +y? T
Ty
x4_x2y+y2— 3

obtuvimos g(z,y) > —s3.
Cota superior de g.

0< (xz—y)2:x4—2x2y+y2: (z* — 2Py +y?) — 2%y

Py < 2t — 22y + o
2
-y
— - <1
Pyt R

g(z,y) < 1.

Obtuvimos, de igual manera que antes, que g es acotada, explicitamente
la acotacién queda —% <g(z,y) <1.



Como cuarta forma podriamos considerar la reduccién del denominador

de g a una suma positiva:

0< (xz—y)2 =2t — 22%y + % = 22* — 2t — 2%y + 207 — o
=2 (2' =2’y +¢°) — (" +¢?)
de donde se obtiene la desigualdad z* — 2%y +y? > % (z* 4+ y?). Como esta
cantidad esta en un denominador, al invertir, la desigualdad queda
2’|yl 2yl 22%fy]

0< x = <
>~ ’g( 73/)’ I4—$2y+y2 - %(1’4+y2) $4+y2

y el dltimo cociente es bastante facil de acotar:
2
2 z*|y|
0< (22 — — ph 92 2 <1
< (2= yl) =2t =22yl +y =

y listo, |g(z,y)| < 1 por transitividad. jQueda como la primera formal!

Otras formas: ya se les ocurriran a ustedes. Aca sélo les di algunas ideas.

CoNCLUSION: por donde se lo mire, la funcién fo(x,y) = 2%g(x,y) tiene
una extension continua en el origen, pues siendo g acotada,
lim fo(z,y) = lim {2%g(z,y)} =0
z—0 z—0
y—0 y—0
porque 22 — 0 cuando (z,y) — (0,0). Basta con redefinir fo(0,0) =0
para que la funcién resulte continua en (0,0). Esto es recién la continuidad,
aunque para la diferenciabilidad el razonamiento serd similar.

Derivadas de f5.
Calculamos fo(z,0) = f5(0,y) = 0 para todo (z,y) # (0,0), ademés

redefinimos f5(0,0) = 0 con lo cual
8f2(0,0) m fz(l’, 0) —fQ(0,0) . imO—O —0

dx a0 x—0 =0
912(0,0) ~ Fm f2(0,y) — f2(0,0)  lim 0-0 _ 0
dy y—0 y—20 y—=0 Yy

La ecuacién del plano tangente a la funcién f; en el punto O = (0,0) es

Tinole.s) = 0.0 [ (] + 0.0 =0
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Con lo cual el resto queda iy, 01 (7, 5) = fo(,4) — Tis0)(@,9) = fol,y).
Entonces f; es diferenciable en O si y sélo si

1>.01(2,Y) o fley)

lim = lim
0 [[(z =0,y =0) =0 [[(z, 9l

Es (relativamente) facil ver que esto ocurre:

lm Ps2.01 (T, y)

= lim {x .
o0 [[( =0,y =0) a=0 U (2,9l

-g(x,y)}zo

pues x — 0, g es acotada y

2

Y20 = ?+y’ >0 = |(z,y)] > 2] = 1

il

pues [[(z,y)|| = /2% + y2. Finalmente, la extension f»(0,0) hace que f,
sea diferenciable en el origen, y por lo tanto en todo R?, por tratarse de un
cociente de polinomios con denominador no nulo en el abierto R? \ {(0,0)}.

Problema 2. Copio los datos asi no tienen que volver a buscarlos en la
primer hoja.

F:R? — R, F(1,1) =1, ,
G(z,y) = F*(y,y) +1n (F(y,x))

donde claramente Rvy = {z € R:z > 0} (digo claramente porque, de
otra manera, no podria estar definido el logaritmo natural de F'). Se pide la
ecuacién del plano tangente a la gréfica de G en el punto p = (1,1):

Ticy(r) = G'(p) (r —p) +

donde se denota a los vectores por sus transpuestos

[ -l

Cuestion que necesitamos y G'(p). El primero es facil:

=G(1,1) = F*(1,1) + In (F(L 1)) =1+In(1) =



con lo cual
Tigp(r) = G'(p) (r —p) +

Para la derivada cada uno tiene su método. Voy a tratar de cubrirlos
todos, para que no queden dudas.

Podriamos considerar como primer método de derivacién la “deteccién”
de las composiciones que permiten obtener G a partir de (z,y).

Gley) =[F(y , y )+ (F(\y/,\ﬂ;))

t u v -
Con esto, llamamos
fl:R2—>R4 fl(xy>:<yyy7 ):(tuvvw)
fri R Rx Reo, follt,u,0,0) = ( (v.0)) = (a,)
f3:RxRsyg — R, fa(a, B) = a® + lnﬂ = z <— esto seria G(x,y)

Con lo cual G(z,y) = (f3 o f2 0 f1)(x,y), entonces queda formada la
siguiente “cadena”

(2,y) 5 (8w, 0,w) 2 (a, B) 2 2

al sustituir (z,y) = p = (1,1) la cadena de valores queda
1,0 -5 (111 F2 1,

de manera que se comprueba lo obtenido anteriormente.
Derivamos la expresion G(x,y) = (fs o fa o f1)(x,y)

G'(z,y) = fy(a, B) f3(t, w,v,w) fi(z,y) =

te 1y

. [Z }|:Oét Oy Oy Oéw:| Uy Uy
“ 5t 6u 611 ﬁw Vg Uy
Wy Wy

RECORDATORIO para construir la matriz derivada: a cada columna le
corresponde una variable, y a cada fila, una funcion coordenada.



Seguimos. Calculamos las derivadas parciales necesarias.

_0fs

a__:2
z 90 o
8f3 -1
at:Ft(t7u>
au:Fu(t>u)
Oy = 0y =0
ﬁtzﬁuzo
By = Fy(v,w)
Bw:Fw<an)
t,=u,=v, =0
w, =1
by =uy =v, =1
wy =0
Sustituyendo se tiene
01
1 [Filt,u)  Fu(t,u) 0 0 0 1
/ . 1 t\Yy u\Y _
G'(ey) = 20 f } 0 0 F,(v,w) Fy(v,w)| [0 1|
10

. 0 Fi(t,u) + F,(t,u)
= [2a 57] | (v, w) F,(v,w) }

ahora reemplazamos los datos. En principio p = (1, 1), lo demas se deduce
de la “cadena”, y del hecho que

F'(t,u) = [Fy(t,u) Fu(t,u)]
F'(v,w) = [Fy(v,w) Fy(v,w)]

con lo cual

Fo(1,1) Fy(1,1)
D 1}[0 : ]:[4 5

Finalmente

Tigp(r) =[4 5] (x—p)+1=1[4 5] B:ﬂ+1:4x+5y—8.
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Como segunda forma de resolver el ejercicio, podemos considerar las
derivadas parciales. Por supuesto que se trata de lo mismo que antes, solo
que se obtienen automaticamente los productos matriciales desarrollados.

En principio, las designaciones son las mismas:

2
Glay) = F(y_ ) P+ (F(y_2)
ta u ’Uﬂ w
Con lo cual G = o? +1n 3 y queda
oG da 108
oz~ Yoz T Fox
oG | da 108
ay "oy Boy
pero
Oa
5o =0
da OF Ot OFOu OF OF
Gy~ otoy  oudy ot du
op _ O0FOov  OFO0w OF
dr v or  Owdr w
op _ O0F0Ov OFow OF
oy " voy " owdy v
con lo cual
oG 10F 1 O0F
or  Bow  F(v,w)dw
%:2(1(8—F+8—F)+18—F=2F(tu)(a—F-l-a—F)—i——l a—F
dy ot Ou B ov ' ot ou F(v,w) dv

acd vemos la enorme ventaja de trabajar con matrices... las expresiones

son mucho mas compactas y sencillas. Cuestion que, al sustituir los datos,
obtenemos lo mismo:

(x,y)=p=(1,1) — (t,u,v,w) = (1,1,1,1)

oG(LY) _ 1 9FLD 1.,
or  F(1,1) ow 1
oG(1,1) , OF(1,1) 9OF(1,1) 1 OF(1.1)
dy =2F(1,1) ( ot ou + F(1,1) ov
1
=2-1-( -I—I' =6—1=5
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con lo cual otra vez

0G(1,1)
Tigp)(w,y) = T(x - 1)+
iiino podia dar otra cosall!!

Como tercer manera, podemos intentar derivar “a lo bestia” y ver qué
sale. Recordemos:

G(x,y) = F*(y,y) + In (F(y,$)>

al derivar, se tiene

G'(x,y) = 2F (y,y)F'(y, ) [O 1} +

01 F(y,)
sustituyase x =y = 1:
[0 1}
G'(p) =G'(1,1) =2F(1,1) [8 ﬂ TR 11) -

gk

T (z,y) = G'(p) (m — H) +1=[4 5] B’:ﬂ +1 =4z +5y — 8.

Mas alla del método utilizado, la respuesta es la misma en todos los

casos. Este hecho, de alguna manera, es como una verificaciéon “interna” de
los métodos empleados.

RESPUESTA: la ecuacién del plano tangente a la gréfica de GG en el punto
p=(1,1) es
z=4x+ by — 8.
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Problema 3. Se pide calcular el volumen del sélido V. Copio la expresién
del sélido:

V={(z,y,2) ER*:2—22>0A (z—2)" +¢° — 2 <0}

(habfa un error en el signo de la desigualdad, ojo si copian la consigna
de otro lado). Para tratar de entender cémo se ve en el espacio, lo mas
conveniente es rototrasladarlo primero y analizarlo una vez transformado.

T:R?* — R? T(u,v,w) = (u+w,v,w)

(la transformacion se deduce al plantear u = v — 2z, v =y, w = 2z es
decir, definiendo T a partir de su inversa 7).
Queda

Tﬁl(v) ERB:u—wZO/\u2+v2—wgo}:

€R3:u2+02§w§u}

{(u,v,w)
{(u,v )

,w

El sélido puede verse como el interior de un paraboloide, con un hueco
en la parte superior, tapado por un plano inclinado.

El dibujito lo muestra bastante bien.
Para plantear la integral, calculamos el jacopastorius... perdon ese es el
musico, quise escribir jacobiano... ustedes me entienden:

T (u,v,w) = = det[T"(u,v,w)] =1

o O =
o = O
—_ O =

13



en este caso, la transformacion no afecta el resultado. Nétese que
u2+v2§w§u———>u2+v2§u

es la regién de integracion, entonces como u? +v? < w < u, el integrando

es u — u? — v? (techo menos piso), queda:

vol(V ///dV— // U — U —v)dudv
{u2+v2<u}

Notar que la regién de integracion y el integrando son practicamente
el mismo. El cambio mas conveniente se trata, ni mas ni menos, que de las
coordenadas polares, como siempre, pues aparece una ||(u, v)|| por ahi, dando
vueltas... pero ojo, completando cuadrados se ve que

et e Ut ISTGE B (RO
u u U—4 u 5 7)—4 u 2,’0

asi que en realidad, conviene trasladar antes de transformar a polares.

u— s =pcost
{ 270 con 0 <0 <2, quedau—uz—zﬁzi—pz.
v = psen
Sucede de igual manera con la region, pues la desigualdad equivale a
w4 0? <u <= Ogu—uQ—vzzi—p2:>O<p§%

recordemos que tiene que ser p > 0 para que la transformacién definida
sea biyectiva). Como bien sabemos, dA = dudv = pdp df entonces queda

i 1/1\*] 1
vol(V/ / / %— pdpd&—ﬂ/o tdt:ﬁ[ﬁ(i)]:?,_fr'

Ese es el volumen pedido.

Como forma alternativa, podriamos haber propuesto de un saque la
siguiente transformacion:

T :(0,400) x (0,2m) x R — R?, T(p,0,w) = (3 + pcost + w, psend, w)

.

-~
D
con lo cual

T7'(V)={(p.0,w) €D :p*+ pcosh+1<w<1+pcosb}

14



(para hallar este conjunto, sustitiyanse (z,y, z) = T'(p, 0, w) en las expre-
siones del sélido V). De la ultima desigualdad se deduce

p2+pcos«9+i§%+pcos€:>0<p§%

pues ya sabemos que p € (0, +00).
El determinante jacobiano es

cos) —psenf 1
det[T"(p,0,w)] = [senf pcos® 0| =p
0 0 1

con lo cual dV = dx dydz = pdpdf dw, por Fubini podemos intercambiar
el orden de integracién, queda

27 % %ercosa
VOI(V):/// dV:/ / / pdwdpdf =
7 0 0 pz—ﬁ-pcose—‘,—%L

2T %1 ) 1
= L_ p?) pdpdf = —.
[ e =g

Por ahora se me ocurren solo esas dos maneras, que practicamente son
la misma: en una, tomamos dos transformaciones por separado, y en la otra
acudimos directamente a la composicion de ambas, derecho viejo. ;Se les
ocurre alguna otra manera de hacerlo, de naturaleza diferente?

Manden mensaje, si asi es: fedebosio930gmail . com

Problema 4
Copio el campo

_y o T o o
F = I —_ K
(x,y, 2) <x2—|—y2) +(x2+y2)J+Z

y la curva parametrizada

c(t) = (cost,sent,2cost+1) con 0 <t <2rw

nos piden la integral de F sobre c.
La calculamos, en una de esas sale.

—sent . cost « .
Flect)|=| ———— | I —_—— ] J 2 t+ 1)K =
[e(t)] (coszt +sen2t) i (008225—1— sen2t> +(2cost+1)
= —sentl + costJ + (2cost + 1)K

c'(t) = (—sent,cost, —2sent)

15



con lo cual
Flc(t)] - c/(t) = sen®t 4 cos®t — 2(2cost + 1)sent = 1 — 2(2cost + 1) sent

y entonces

2w 2w
/F:/ F[c(t)]-c’(t)dt:/ [1 —2(2cost+ 1)sent] dt =
c 0 0
2m
:27r—2/ (2cost + 1)sentdt = 2.
0

Si hubiésemos tratado de plantearlo con el teorema de Stokes... se com-
plicaba bastante. Si se fijan, el campo tiene una singularidad en los puntos

Pyt =0 = r=y=0

ijestos son todos los puntos del eje z!! (recuerden que estamos en R3).
Complicado, ;jno? De todas maneras, la resolucién es posible. La conside-
raremos como una segunda forma, que no abordaremos aqui por su gran
complicacién (requeririamos entender bien el concepto de conjunto simple-
mente conero para subconjuntos de R3, los cuales no son ya tan faciles de
ver como en R?).

CONCLUSION: la integral sale a mano y da 27. Esta es la mejor manera
de encarar el ejercicio. Pasemos al que sigue, sin entrar en mas detalles.

Problema 5 Dos incisos, el primero:

i) / F;, conFi(x,y,2) = <ze_”"2, —%22 + %xQ,sen (22)> ,
Cc+
C={(z,y,2) ER*:2—22=0A(z—2)"+¢y°—2=0}.
Si quisiéramos encarar la cuenta a mano, nos aparecen dos problemas:

1. La parametrizaciéon de C' es ligeramente complicada (no lo es tanto, de
hecho, me atrevo a sugerirles que la parametricen, como ejercicio).

2. Se complica la expresion del campo F; sobre dicha curva.

No todo estd perdido: el campo F; estd bien definido en todo R3, y

rot (F) = (z, e“’”ix)
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ademas, existe un disco plano que tiene a C' como frontera:
A={(z,y,2) eR* 10 —22=0A(z —2)°+y* -2 <0} =
(z,y,2) ER* iz =22 N2 +y* — 2 <0} =

={(x.y,2)
:{(m,y,z)ERS:x:2z/\y2+(2—%)2§}1}

(14 2ucosy, usine, 1/24 neasw)

En la grafica pueden apreciarse el disco plano A, su direccién normal
positiva (—1,0,2), y la curva (', borde del disco A. Se muestra un vector
tangente a (', que caracteriza el sentido de recorrido. Visto desde el sector del
espacio en el cual esta contenido el vector normal, el recorrido es antihorario.
La orientacion de A induce el sentido correcto de recorrido sobre C.

Denotamos a la curva recorrida en este sentido como C'".

Vamos a parametrizar A, de manera que su orientacién induzca sobre C'
el recorrido antihorario, cuando miramos desde los z positivos.

a: (0,1) x(0,2r) — R, a(u,v) = (14 2ucosv,usenv, 2 +ucosv)

Claramente la frontera se alcanza para u = % (en este caso estamos en el

borde del disco) asi que, una manera de chequear que estamos orientando
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bien, es analizar la parametrizacién de la curva que “genera” «, la cual se
obtiene al evaluar en los puntos frontera:
Ct) =« (%,t) = (1 + cost, %sent, % + %cost)

Para “ver” desde los z positivos, podemos proyectar los puntos de la curva
sobre el plano z = 0. Si el recorrido resultante es antihorario, estamos, si no,
le cambiamos el signo a la integral y listo.

Los puntos (1 + cost, % sen t) con 0 <t < 2m, describen el recorrido de la
curva en el plano (z,y). Un répido vistazo permite deducir que se trata de
una elipse, recorrida en sentido antihorario. Estamos.

Como segunda forma, puede calcularse el vector normal:

ay(u,v) = ( 2 cos v, sen v, cos v)
a,(u,v) = ( —2usenv,ucosv, —usenv)
n,(u,v) = ( —u,0 : 2u)

Como u > 0 y la tercer componente es igual a 2u, entonces el tercer
coseno director es positivo, lo cual indica que la superficie orienta a la curva
en forma positiva. Esto es debidamente cierto por el tipo de superficie: se
trata de un disco plano.

Si todo hasta ahora les parece muy tirado de los pelos, existe una tercer
manera de verificar que la orientacién elegida para la superficie es la correcta.
Requiere la nocién de base orientada, un concepto del algebra lineal.

Una base B; esta orientada positivamente respecto de otra base B,
cuando la matriz cambio de base de By a B, tiene determinante positivo.
Geométricamente, esto significa que By se ve como una terna derecha en el
espacio generado por Bs, vista desde esta base.

Podemos formar una base de R? a partir de las parametrizaciones re-
gulares de una superficie y una curva, contenida en dicha superficie, de la
siguiente manera.

B={C'(t),C"(t),n(3,t)}

De acuerdo a la eleccion de n, se obtendra una base orientada positiva-

mente respecto de la base candnica. Para verificar que esto ocurra, formamos
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la matriz cambio de base:
C'(t) = (—sent, 5 cost, —1 sent)
C"(t) = (—cost, —3sent, —3 cost) =
1) _ (1
n(31) = (=3.0,1)

—sent %cost —%sent
= Cpp(t) = | —cost —%sent —%cost
1
-1 0 1

Calculamos el determinante para obtener la orientacion:

1 1 1
_ 1| zcost —5sent —sent jcost |
det [Ce(t)] = —3 —lsent —lcost —cost —%sent N
:—%( icost isen t)—l—( sen’t 4 1 5 COS t) %(i)—i—%:
5
=2>0.

8

La orientacion es positiva. jNo se discute més! Pasamos al

Planteo del teorema.

Dado que C' es una curva cerrada y simple, y que es borde de la superficie
A considerada, y ademaés el campo F; esta definido en toda la superficie A,
podemos aplicar el teorema:

/C+F1:/A+rot(F1)

calculamos la integral de superficie, para ello

[rot (F1)] [a(u, v)] = [rot (F1)] (1 + 2ucosv, usenv, 3 + ucosv) =

o 2
= <% + wcosv, e (IF2ucos)” 1 4 2ucosv>
ademas, recordemos que
n,(u,v) = (—u,0,2u)

con lo cual

J.o= ],
)

rot (F;) / / " [rot (F)] [, v)] - o (u, v) dv du =

[N +

3
/ (%u+3uzcosv) dvdu:37r/2udu:§7r
0 0
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Bien podriamos haber evitado la parametrizacion de A, si hubiésemos
considerado la direccion normal en cartesianas, ny = (—1,0,2). El resultado
es el mismo, siempre que tomemos el sentido correcto de n 4.

/ F1 = / rot (Fl)
c+ At
Recordemos que

rot (F;) = (z, e‘”z, :1:)

A:{(‘Tawa)ERgixZQZ/\yZ_i_(z_%)QS

Resolucién alternativa

W=

)

con lo cual, ¥(z,y,2) € A, rot (Fy) = <z, e 4, 2z> porque T = 2z.

/m Fi= /A+ rot (F1) = // rot (F1) - nu dy dz

{y2+(z—%)2§i}

como ny = (—1,0,2) entonces rot (F1) -ny = 3z, y queda

/ F,=3 // zdydz.
Cc+

-1l

Con el cambio a coordenadas polares

y = pcosf 0
1 con
z =5+ psend 0

el ejercicio queda cocinado al dente:

IA N
DN Nl
=)

p
0

IN A

1

3 [2m 3 3
/ F1:3/ / (%+psen0)d9pdp:37r/ pdp = —T.
c+ o Jo 0 8

ULTIMO EJERCICIO. Con este, nos retiraremos triunfantes.

ii) / Fo, con Fyo(z,y,2) = (22,$y, —xz) ,
S+

S={(z,y.2) ER*: > +y* + 2> =2A2" + 2> < 1}.
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La superficie S se trata de una esfera, pero no completa, pues esta definida
tnicamente dentro del interior del cilindro z2 4+ 22 = 1 con directriz y.

La siguiente grafica muestra la situacion, se trata de dos casquetes esféri-
cos flotando en el espacio:

(son como dos owvnis, o un par de cimbales, o platos chinos enfrentados...
la grafica tiene muchas interpretaciones posibles). La cuenta que se pide

v
S+

se puede hacer a mano. Pero como se medio engorrosa, vamos a saltearla
olimpicamente. Notemos que, en principio,

div(Fy) =2 —2 = 0.

Construiremos entonces una superficie cerrada K, y aplicaremos a con-
tinuacion el teorema de la divergencia, pues probablemente nos solucione la
vida. Hay dos formas diferentes para construir K.

La primer forma consiste en construir dos tapas planas circulares. Las
expresiones de las tapas se deducen al manipular las ecuaciones de S:

{m2+y2 +22=2 (I . { y? =1 (I

22 +22 =1 (I1) (h-(un—) +22 =1 (II)

tomando raiz cuadrada en (I) se obtienen las tapas y = 1. La ecuacién
(IT) proporciona la frontera de dichas tapas, luego

T ={(z,y,2) ER* 1y =—-1A2"+2* <1}
T+1:{(a:,y,z)€R3:y:+1/\:v2~|—22§1}
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Ahora K = SUT_1UT, se trata de la unién disjunta de dos superficies
cerradas. Podemos aplicar el teorema de la divergencia a cada una de ellas,
y al ser la divergencia cero, obtenemos en suma

/ FQZO
K+

por aditividad de la integral, tenemos

/ F2 = —/ FQ - / FQ
St T T

donde T, T', son las tapas orientadas de manera que el vector normal
apunta al exterior de cada uno de los casquetes cerrados.
La siguiente grafica muestra las orientaciones correctas de las tapas.

Para resolver las integrales de las tapas, podemos recurrir a cualquiera de
los dos métodos vistos en el inciso anterior.

Ecuaciones paramétricas de las tapas.
Vendria a ser nuestro método uno, construimos dos parametrizaciones:

t_1:(0,1) x (0,27), t_1(u,v) = (ucosv, — 1,usenv)
ty1:(0,1) x (0,2m), ti1(u,v) = (usenv, + 1,ucosv)

la permutacién de componentes x, z efectuada en t,; se hace para que

el vector normal quede apuntando en la direccion correcta, como se indica

en la figura (ver arriba). Esto no es estrictamente necesario: tranquilamente
podriamos haber elegido las mismas funciones (salvo por la componente ¥)
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para ambas tapas. Si alguna quedase negativamente orientada, se invierte el
signo de la integral, y listo.
Las cuentas:

Fs[t_1(u,v)] = (u*sen’ v, —ucosv, —u” cosvsenv)

Fy [t_1(u,v)] -n_i(u,v) = —u*cosv

1 2
/ ng/ / (—UQCOSU) dvdu =
T+ o Jo
1 27
:/ <—u2/ cosvdv)du:()
0 0

0

2 COS v sen ’U)

Fy [t41(u,v)] = (u? cos® v, +usenv, —u
n,(u,v) = (0,—u,0)

Fy [ty (u,v)] nyq(u,v) = +u’senwv

1 2w
/ng// (+uzsenv)dvdu:0
T 0 Jo
/ngo.
S+

Ecuaciones cartesianas de las tapas.
El método dos.
Recordemos que

con lo cual

T_lz{(x,y,z)€R3:y:—1/\x2—|—22§1}
T+1:{(x,y,z)€R3:y:—|—1/\x2+z2§1}
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asi que las cuentas quedan

V(z,y,2) € T_1,Fy = (22, —x, —a:z)

n_;= (07 +17 0)
F2 ‘Nn_1 =—x
+1 V122
/ F, = — // xd:pdz:/ / rdrdz =
T 1 -1 —V1—22
{z2+422<1}
+1 +v1—22
= / {%xQ dz=0
-1 e

0
V(z,y,2) € Th1,Fy = (2%, +a, —22)
ng = (07 _170)
F2~n+1:—x:> F2:/ F2:O
T 1

T+ 1

R
S+

Nos queda por abordar una segunda resolucion de este inciso, muy in-
teresante también. Consiste en construir una tapa 1" cilindrica, de generatriz
circular y directriz y, que envuelva los casquetes flotantes.

con lo cual

No tiene sentido que acudamos a las ecuaciones paramétricas, puesto
que, en este caso, las expresiones en cartesianas nos guian por el camino mas
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rapido. Sea
T={(z,y,2) eR*: 2 +22=1A-1<y <1}

en este caso, la superficie K = SUT es cerrada y la aplicacién del teorema

deriva en
/ F=0 «— Fy = —/ F,
K+ S+ T+

entonces el vector normal que apunta en el sentido que indica la figura es
nr = (2z,0,2z)
con lo cual

Fy-nry = (22) (2*) + 0(zy) — (22)(22) =0 = | Fy=0= [ Fy=0
T+ S+

Bueno espero que hayan disfrutado del resuelto.
Les mando saludos, y cualquier cosa, ya saben a dénde tienen que enviar
sus amenazas de muerte:

fedebosio930@gmail.com

4 de diciembre de 2017.
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