ANALISIS MATEMATICO II (284)

/

Catedra: Maria José Bianco
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EJERCICIO 1

a) Sea la funcién z = f(x,y) y el punto (xg, y9) un punto critico de una funcién. Halle el desarrollo de Taylor en el entorno
del punto critico hasta las derivadas segundas inclusive y demostrar que la condicidn suficiente para que (xg, yg) seaun
MINIMO RELATIVO es que el diferencial segundo de la funcidn evaluado en el punto sea POSITIVO.

™~ R - o . . .
Condicion suficiente de extremo relativo

Si (xg; o) €s un punto critico y se cumple que:

d2f(x0; ¥o) < 0V (x;¥) € E*(x0;¥0) 2 f(x0;¥0) €s un mdximo relativo de f.
d?f(x0;¥0) > 0V (x; ¥) € E*(x0; ¥o) 2 f (x0; ¥o) €s un minimo relativo de f.
d?f(xe; v0) = 0V (x;¥) € E(xg; Vo) Se tiene un caso dudoso puede existir un mdximo, un minimo o no existir extremos.

Demostracion

Aproximando el valor de la funcién en un entorno (x,; vo) mediante el Polinomio de Taylor de orden 2 se tiene

o (X0; Yo)dx? + 2£15,(xg; yo)dxdy + £, (%o; ¥o)dy?
21

fO6y) = fxe;yo) + fi(x0; Yo)dx + fy(xo; ¥o)dy +

Como el andlisis se realiza en el punto critico: fi;(xg; ¥o) = fy (x¢; o) = 0

o (X0s ¥o)dx® + zf;;r(x{]FJ’ﬂ)dXd}’ g f}:}(xnil’ﬁ)dyz

1
fOGy) — F(xe; %) = 5 = Edzf(xni}’n)

Con lo cual analizar el f(x;y) — f(xg; ¥o) es aproximadamente iqual que analizar el signo del d?f(xg; Vo)-

JUBAEConomicas



; EJERCICIO 1
b) Dada la siguiente funcién: f(x,y) = x? + ay2 + Xy

Determinar todos los puntos criticos en funcion del parametro a y, mediante la condicidon de suficiencia indicar si los
puntos criticos encontrados son maximos relativos, minimos relativos o puntos de ensilladura.

Condicion necesaria

fr=0=2x>4+y=0 . 1 -1
ff;C: 0=2ay+x=0 Puntos criticos: P-, = (0,0) P, = P

Condicion suficiente

2x 1
H(x,y)=(1 2a):>|H(x,y|=4xa—2
H(0,0) = -1 <0 = Enel punto (0,0) la funcion presenta un punto de ensilladura
H(2 2 =15 0 En el punt 1), 6 t t lati | puntoP
[ — — ﬁ —_— .
7’ 7a nelpunto (o, — a funcién presenta un extremo relativo en el puntoP,

rs 1 _1 .7 7 . .
Comof” .y (ﬂ’ﬂ) = 1/a: Cuando a > 0 la funcién presenta un minimo relativo en el punto P,

Cuando a < 0 la funcion presenta un maximo relativo en el punto P,

UBAECONOMicas



EJERCICIO 2

Dada la siguiente funcion de produccién P(K,L) = K%L donde K representa las unidades de capital y L de trabajo; y dados
los siguientes precios de los insumos pxy = 1y p;, = 2 y dispone de un capital de 700 para invertir en los insumos capital y
trabajoy a > 0.

a) En caso de existir, hallar el/ los puntos criticos que maximizan la produccion bajo la restriccion de capital dado.

L(K,L,A) = KL + A(700 — K — 2L)

L'y = aK@ D] _1=0
L) =K*-21=0 g Punto critico: (K,L) = (

700 350)
a+1’ a+1




EJERCICIO 2

Dada la siguiente funcion de produccién P(K,L) = K%L donde K representa las unidades de capital y L de trabajo; y dados
los siguientes precios de los insumos pxy = 1y p;, = 2 y dispone de un capital de 700 para invertir en los insumos capital y

trabajoy a > 0.
b) Armar la matriz hessiana orlada, reemplazar por los puntos criticos encontrados en el punto a y concluir en qué

condiciones de a se encuentra un maximo condicionado
Punto critico: (K*, L") = (

700 350)
a+1’ a+1

Matriz hessiana orlada

0 1 2
H(K,L) = (1 ala — 1)K 2L aK“‘1>

2 aK% 1 0
700a 350 1 2 ! 2
‘H( 01‘ 1)‘ — _1| [700a\*! ol * 2|ae— 1) 700a\*"% [ 350 700a\* "
_ *k
atlat Na+1 e a+1 a+1 Na+1
- (700a 350 .. (7002 a1 L 7000\ " ra(a— 1) 700a\“"* [/ 350
— —_ —_ k
a+1l’a+1 Iaa+1 | Na+1 e a+1 a+1
Zzs(;ti;og)ara cualauier valor Positivo para cualquier valor Zzs(i)tiloga;alcualquier valor

dea>0



EJERCICIO 3

Dada la siguiente integral doble y su correspondiente recinto de integracion:

V=, f(x,y)dxdy R = Regién encerradapor: xy =16, x =y, y=0,x =8
a) Graficar el recinto de integracion dado.

b) PLANTEAR (no se debe resolver la integral) la integral doble si se integra primero por la variable x y luego por la variabley: V = ffR f(x,y)dxdy.

c) PLANTEAR (no se debe resolver la integral) la integral doble si se integra primero por la variable y luego por la variable x: V = ffR f(x,y)dxdy




EJERCICIO 3

Dada la siguiente integral doble y su correspondiente recinto de integracion:

V=], f(x,y)dxdy R = Regién encerradapor: xy =16, x =y, y=0,x =8
a) Graficar el recinto de integracion dado.

b) PLANTEAR (no se debe resolver la integral) la integral doble si se integra primero por la variable x y luego por la variabley: V = ffR f(x,y)dxdy.

c) PLANTEAR (no se debe resolver la integral) la integral doble si se integra primero por la variable y luego por la variable x: V = ffR f(x,y)dxdy

b) Integrar primero por x y luego por y: se debe particionar c) Integrar primero por y y luego por x: se debe particionar
el recinto: el recinto:

-

fOZ U:f(X,)’)dx] dy + f: Uylwyf(x,)/)dx] dy j: onf(x,y)dy] dx + Lgl 016/xf(x,y)dy] dx



EJERCICIO 4

Clasificar la siguiente EDO, justificando la respuesta: (x? + y?)dx + xy dy = 0. Hallar la solucién general.
(x? +y3)dx + xydy =0
P(x,y) = x* + y* — Homogénea n=2

Q(x,y) = xy — Homogénea n=2

EDO 1 Homogénea.

(x* +y2) xy

22 dx+;dy=0
<1+y_2 )dx+zdy=0
x? X
v=y/x y = vX dy = vdx + xdv

(1 +v?)dx + v (vdx + xdv) = 0
(1+v2+v3Ddx+vxdv=0
(1 + 2v?)dx = —vx dv

f%:f_u +v2v2) av




Inx.C =—{

v
(1+2v2)

14 2v2 =t dt = 4vdv

1
Inx.C = —Zln(l + 2v2)
Inx.C = In(1 + 2v?)~1/4

x.C = (1 + 2%2)_1/4

— = vdv
4

SG



(x2 +y3)dx+xydy =0
P(x,y) = x*+vy% - P', =2y
Q(x,y) = xy - Qx=y

F. Integrante

2y-y 1
‘U(.X') — ef Xy dx — ef}dx — elnx —
P, (x,y) = x3 + xy? — P'yy = 2yx
Q1 (x,y) = x*y - Q'1x = 2xy
Ahora es exacta
Xt x2y?
3 2 _
j(x + xy“)dx 2 + 5
x2y?
j(xzy)dy =—
2.2 4
X X
C = 4 +




Dada la siguiente ecuacion diferencial:

a) Hallar la solucidn general.

b) Hallar la solucién particularsiy(0) =0ey’(0) =1

a)y" —2y'"—=3x=0

Yh y'=2y'=0

r2—2r=0

r(r—2)=0 n=0 rn=2

yp = C1 + C; e

Yc g(x):3x
y, = Ax? + Bx
y . =24x+B
y'.=2A

3 3
Yo ==Xt ——x

EJERCICIO 5

y" =2y —3x =0

(24) — 2(2Ax + B) = 3x
(24 — 2B) — 4Ax = 3x

—>A=-3/4

B =-3/4



y(0)=0

y'(0)=1

0=C1+C2
C1=—C2
y'sc = 2C, e?* ——x _3
SG 2 2 4
3
1=2C2 _Z

3 3
- 2x A2
ysp=—7/8+7/8e 4x 4x
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15 EJERCICIO 1

a) Sealafuncion z = f(x,y) y el punto (xg,Yo) un punto critico de la funcidn. Hallar el desarrollo de Taylor en el entorno
del punto critico hasta las derivadas segundas inclusive y demostrar que la condicion suficiente para que (xg, Vo) sea un
MAXIMO RELATIVO es que el diferencial segundo de la funcién evaluado en el punto sea NEGATIVO.

randiridan citfirionta o ovivror enliri® i
Condicion suficiente de extremo relativo

Si (xg; ¥o) €s un punto critico y se cumple que:

d?f(xg; Vo) < 0V(x;¥) € E*(x0;¥o) 2 f(Xp; ¥o) €s un méximo relativo de f.
d?f(x0: ¥0) > 0V (x;y) € E*(xg; Vo) 2 f (x0; Vo) €s un minimo relativo de f.
d?f(xq;¥0) = 0V(x;¥) € E(x4; Vo) Se tiene un caso dudoso puede existir un mdximo, un minimo o no existir extremos.

Demostracion
Aproximando el valor de la funcion en un entorno (x,; vo) mediante el Polinomio de Taylor de orden 2 se tiene

e (X0 ¥o)dx? + 2y, (xo; yo)dxdy + fyy, (Xo; ¥o)dy?

fO6y) = f(xo; ¥0) + fx (Xo; yo)dx + f (xo; yo)dy + 21

Como el andlisis se realiza en el punto critico: f,/(xq; ¥o) = fy (x0; ¥o) = 0

" (X0; Vo )dx? + 2£/5 (xg; vo)dxdy + fur,(xo; Vo)dy? 1
[0 y) — f(xg; Vo) = mrl = 02!0 Yy 0 =Ed2f(xni%)

Con lo cual analizar el f(x;y) — f(xo; ¥o) es aproximadamente iqual que analizar el signo del d*f(xy; ¥o).



EJERCICIO 1

3
b) Dada la funcién: f(x,y) = xy + y? + bx? + 20
Determinar todos los puntos criticos en funcién del parametro b y, mediante la condicién de suficiencia indicar, para que valores de b, los
puntos criticos encontrados son maximos relativos, minimos relativos o puntos de ensilladura.

Condicion necesaria

fx=0=>y+2bx=0 L B (-1 1
£, =0 Y2+ 2 =0 Puntos criticos: P-; =(0,0) Pg = T
Condicion suficiente
2b 1
Hey) = (7 5,) = [HEY)I = 4by — 1
H(0,0) = —1 <0 = Enel punto (0,0) la funciéon presenta un punto de ensilladura
H(==,—) =150 Enel punto (—,—) 1 4 t t lati [ puntoP
_ ] = — _ .
152’ 78 nelpunto | 05, a funciéon presenta un extremo relativo en el puntoP,,

rs _1 1 .« 7 7 . .
Comof” (7,5) = 2b: Cuando b > 0 la funcién presenta un minimo relativo en el punto P,

Cuando b < 0 la funcién presenta un maximo relativo en el punto P,



17 EJERCICIO 2

Dada la siguiente funcidn de utilidad U(x4, x,) = 40x{x, donde x; representa las unidades del bien 1y x, las del bien 2; siendo a > 0; y
donde los precios son (respectivamente): p; = 1y p, = 2. Se dispone de un ingreso de 900 para invertir en ambos bienes.
a) En caso de existir, hallar el/ los puntos criticos que maximizan la utilidad bajo la restricciéon de ingreso dada.

L(xq,x5,1) = 40x{x, + A(900 — x; — 2x5)

Ly, =40ax{  x; —1=0
L'y, = 40x% — 20 =0 : - 450 900a
L'y =900 — x; — 2x, = 0 o= (e%d | i ar1




EJERCICIO 2

Dada la siguiente funcion de utilidad U(xq, x,) = 40x{x, donde x; representa las unidades del bien 1y x, las del bien 2;
siendo a > 0; y donde los precios son (respectivamente): p; = 1yp, = 2. Se dispone de un ingreso de 900 para invertir
en ambos bienes.

b) Armar la matriz hessiana orlada, reemplazar por los puntos criticos y concluir en qué condiciones de a se encuentra un
maximo condicionado.

Matriz Hessiana Orlada

0 1 2
H(xyp x00,0) = 1 40a(a — 1)x{7 %%, 40axf!
2 40ax$ 1 0

1 2 1 2 _ _ _
|H(x1c, %20,V = —1 |4Oaxfc'1 O| + 2 |40a(a CDx% 2y, 40axl| T —1[-80ax¥ 1]I+I2[4Oa'x{”c T —80a(a — 1)x% %xy,]

Positivo para cualquier valor Positivo para cualquier valor
dea >0 de0<a<1



a)

EJERCICIO 3

Dada la siguiente integral doble y su correspondiente recinto de integracion:

V=[[, f(xy)dxdy
Graficar el recinto de integraciéon dado.

R = Region encerradapor: x =y, y =

N

,x =1, x

2



20 EJERCICIO 3

Dada la siguiente integral doble y su correspondiente recinto de integracion:
V=], f(x,y)dxdy R = Regién encerradapor: x =y, y = i,x =1,x=2

b) PLANTEAR (no se debe resolver la integral) la integral doble si se integra primero por la variable x y luego por la variabley: V = ffR f(x,y)dxdy.

c) PLANTEAR (no se debe resolver la integral) la integral doble si se integra primero por la variable y luego por la variable x: V = ffR f(x,y)dxdy

b) Integrar primero por x y luego por y: se debe particionar c) Integrar primero por y y luego por x
el recinto:

2 / /

2 2 1 2 2 X
f [ f f(x,y)dx] dy + [ f(x,y)dx] dy j [ f(x,y)dy] dx
1 Uy 1/y 1 L1/x

1/2



EJERCICIO 4

. - g d .,
Clasificar la siguiente EDO, justificando la respuesta: 2xy3 + 3x2y? d—z = 0. Hallar la solucién general.

(2xy3)dx + (3x%y?)dy = 0
P(x,y) = 2xy® — Homogénea n=4
Q(x,y) = 3x?y? — Homogénea n=4
EDO 1 Homogénea.

P', = 6xy? P', = Q'y — Exacta
Q'y = 6xy2

(2xy3)dx = —(3x*y*)dy
2 —3y?

ﬁdx = N dy

V. Separables

Resuelvo por exacta:

r(2xy3)dx = x2y3

—

r(3x2y2)dy = x2y3

—

C = x%y



22

EJERCICIO 5

Dada la siguiente ecuacion diferencial: y” — y’ =2x%+6

a) Hallar la solucion general.

b) Hallar la solucién particular si y(0) = 0 e y'(0) =2

a) y'—y' =2x*+6

1 !

Yh y -y =0
re—r=20
r(r—1)=0 =20

yp =01+ Cye*

Ve g(x) =2x*+6
y, = Ax3 + Bx? + Cx
y'.=3Ax*+2Bx+C
y'.=6Ax + 2B

2
Ye=—3 x3—2x% — 10x

(6Ax +2B) — (BAx*> + 2Bx +C) = 2x%* + 6
—3Ax*+ (6A—2B)x+ (2B—C) =2x*+6

> A=-2/3 B=-2

S G -2 2x2 10
YsG 1 2€ 3 X X X

C =-10



23

y(0)=0

y'(0) =2

0=C1+C2
C1=—C2

y'se = Cye* —2x% —4x — 10
ZZCZ _10
C, =12 C, = —12

- —12 x_z 3 __ 2
Ysp = +12e 3 x°—2x“—10x
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25
EJERCICIO 1

a) Sea la funcion z = f(x,y) y el punto (xq,Ys) un punto critico de la funciéon. Hallar el desarrollo de Taylor en el entorno del punto
critico hasta las derivadas segundas inclusive y demostrar que la condicién suficiente para que (xg,V,) sea un MINIMO RELATIVO es que
el diferencial segundo de la funcidn evaluado en el punto sea POSITIVO.

Condicion suficiente de extremo relativo

Si (xg; ¥o) es un punto critico y se cumple que:

d2f(xg; ¥0) < 0V(x;¥) € E*(x0;¥0) =2 f(x0; ¥o) €s un maximo relativo de f.
d2f(x0; ¥0) > 0V (x;y) € E*(x0; Vo) 2 f (x0; Vo) €5 un minimo relativo de f.
d?f(xq;ve) = 0Y(x;v) € E(xy; Vo) Se tiene un caso dudoso puede existir un mdximo, un minimo o no existir extremos.

Demostracion
Aproximando el valor de la funcién en un entorno (x,; y,) mediante el Polinomio de Taylor de orden 2 se tiene

wx (%03 Yo)dx? + 2y (xo; yo)dxdy + fyy (xo; ¥o)dy?
2!

fOay) = f(xe; o) + i (X0: yo)dx + f5(Xq; yo)dy +

Como el andlisis se realiza en el punto critico: fy (xq; o) = fy (x0;¥o) = 0

' (x0; Yo)dx? + 2115 (xg; Vo)dxdy + fur,(x0; Vordy? 1
FQGY) — flxg; ¥o) = "= sl P = o d?f (xi Vo)

Con lo cual analizar el f(x;y) — f(xq; ¥o) es aproximadamente iqual que analizar el signo del df(xy; ¥o).



26
EJERCICIO 1

3
b) Dada la siguiente funcién: f(x,y) = x? + ay2 + Xy

Determinar todos los puntos criticos en funcion del parametro a y, mediante la condicidon de suficiencia indicar si los
puntos criticos encontrados son maximos relativos, minimos relativos o puntos de ensilladura.

Condicion necesaria

f,=0>x*+y=0 o B (1 -1
£, =0=2ay+x=0 Puntos criticos: P-; =(0,0) Py = 5 T2
Condicion suficiente
_(2x 1 _ .
H(x,y) = ( 1 Za) = |H(x,y| = 4xa — 2
H(0,0) = —1 <0 = Enel punto (0,0) la funciéon presenta un punto de ensilladura
H(—,22) = 1> 0= Enel punto (—,— | 1 4 t t lati | puntoP
_ | = = _ .
7 7a nelpunto |-, — a funcion presenta un extremo relativo en el puntoP.,
Comof” (%,;—;) = 1/a: Cuando a > 0 la funcién presenta un minimo relativo en el punto P,

Cuando a < 0 la funcién presenta un maximo relativo en el punto P,

UBAECONOMicas



27 EJERCICIO 2

Dada la siguiente funcidn de utilidad U(x4, x,) = 40x{x, donde x; representa las unidades del bien 1y x, las del bien 2; siendo a > 0; y
donde los precios son (respectivamente): p; = 1y p, = 2. Se dispone de un ingreso de 900 para invertir en ambos bienes.
a) En caso de existir, hallar el/ los puntos criticos que maximizan la utilidad bajo la restricciéon de ingreso dada.

L(xq,x5,1) = 40x{x, + A(900 — x; — 2x5)

Ly, =40ax{  x; —1=0
L'y, = 40x% — 20 =0 : - 450 900a
L'y =900 — x; — 2x, = 0 o= (e%d | i ar1




28

EJERCICIO 2

Dada la siguiente funcion de utilidad U(xq, x,) = 40x{x, donde x; representa las unidades del bien 1y x, las del bien 2;
siendo a > 0; y donde los precios son (respectivamente): p; = 1yp, = 2. Se dispone de un ingreso de 900 para invertir
en ambos bienes.

b) Armar la matriz hessiana orlada, reemplazar por los puntos criticos y concluir en qué condiciones de a se encuentra un
maximo condicionado.

Matriz Hessiana Orlada

0 1 2
H(xyp x00,0) = 1 40a(a — 1)x{7 %%, 40axf!
2 40ax$ 1 0

— 1 2 1 2 — a—1 a—-1 a—2
TG 2o = 1 |y0que=t 0] 2 |10a(a — 1xitny, 40awet| = ~11=80xE ]+ 2[40ax{; - 80a(a — Dxf*xad]

Positivo para cualquier valor Positivo para cualquier valor
dea >0 de0<a<1
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a)

EJERCICIO 3
Dada la siguiente integral doble y su correspondiente recinto de integracion:
V=, f(x,y)dxdy R = Regién encerradapor: 0 < x < 4

Graficar el recinto de integracion dado.

%xSyS+V25—x2



30

EJERCICIO 3
Dada la siguiente integral doble y su correspondiente recinto de integracion:
V=, f(x,y)dxdy R = Region encerradapor: 0 < x < 4 e%x <y < +V25—x?

a) Graficar el recinto de integracion dado.

b) PLANTEAR (no se debe resolver la integral) la integral doble si se integra primero por la variable x y luego por la variabley: V = ffR f(x,y)dxdy.

c) PLANTEAR (no se debe resolver la integral) la integral doble si se integra primero por la variable y luego por la variable x: V = ffR f(x,y)dxdy

b) Integrar primero por x y luego por y: se debe c) Integrar primero por y y luego por x
particionar
el recinto:

4
3 §y 5
f[j Fx,y)dx d;v+j
0 0 3

f(x,y)dx

JOJW

dy o[ VIER2
j [ j3 F(x,y)dy| dx
0 Zx
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EJERCICIO 4

Clasificar la siguiente EDO, justificando la respuesta: y' = e?* + y — 1. Hallar la solucién general.

y' —y=e*-1

EDO 1 Lineal.
wv+vu—uv=e*-1
(U —uw)v+v'u=e** -1
u —u= v'u=e%* -1
- v'eX =e** —1
dx -
du e“*—1
7_fdx fdv={ ——dx
Inu = v=[eXdx— [e¥dx
u=e”* v=e*4+e*+C

y=e*[e*+e*+C]
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EJERCICIO 5

Dada la siguiente ecuacion diferencial: y” — 2y’ —e?* =

a) Hallar la solucion general.
b) Hallar la solucién particular si y(0) = 0 e y'(0) =5

a): vy — 2y’ =e?*

Yh y' =2y’ =

r? —2r =

r(r—2)= rn=0 r =2
yp = C; + C; e**

Ye g(x) = ¥

y, = Axe®*

y'. = Ae?*+A2xe?*
y'" . = A2e?* + A2e%* + A4xe?*

y, = 1/2xe**

(A4e?* + Adxe?*) — 2(Ae?*+A2xe?*) = e?*
(4A — 2A)e?* + (4Ax — 4Ax)e?* = e%*
SA=1/2

Ys¢ — Cl + Cz ezx + 1/2xezx
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y(0)=0

y'(0) =5

0=C1+C2
C1=—C2

1
V'sc = 2C, e?* + Eezx + xe?*
5 =2C, +1/2
C, =9/4 C, = —9/4

yep = —9/4 +9/4 e** + 1/2xe**



