Andlisis Matematico segundo parcial

POLINOMIO DE TAYLOR DE F CENTRADO EN C DE GRADO

3!

Po(x)=f(c)+f'(c)(x—c)+f”(c)(x=c)*+ ...+f"(c) (x—c)
2! n!
Las derivadas de P, en c coinciden con las derivadas en c de la funcion f

RESTO DE TAYLOR O TERMINO COMPLEMENTARIO

» Teorema del valor medio generalizado o Teorema de Cauchy
Sean h y g dos funciones que cumplen:

- Son funciones continuas en [a, b]

- Tienen derivadas finitas en (a, b)

- V x€(ab) g’'(x)z0
Entonces:
3 c€(a,b) talque h(b)—h(a) = _ h'(c)

g(b) —g(a) g’ (c)

> Teorema del resto de Taylor
(" Sea f una funcion con derivada finita de orden (n+1) en todos los valores de x pertenecientes a un
entorno de un valor c. Si x es un valor cualquiera de dicho entorno, entonces:
3z €(c,x) talque f(x)—Pn(x) = f"™ (@) (x-c)™
(n+1)!

donde P, (x) es el polinomio de Taylor de grado n de la funcion f centrado enx=c
Se define el Resto de Taylor del polinomio P, como:

R, (x) = g+ (2) (x- C)n+1
\ (n+1)!

A

Consideraciones tenidas en cuenta para acotar el resto:
- e*es estrictamente creciente y e ' <3
- senxacotadaentrely-1 entonces [senx| <1
- cosxacotadaentre1y-1 entonces |cosx| <1
- c<o>queunnumeroyoperar,ej sic<l entonces 3+c<3+1
- XE(a,b) entoncesporejemplo a—1<x-1<b-1
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Andlisis Matematico segundo parcial

» Integral indefinida
J f()dx = F(x)

significa F’ (x) =f(x)

» Integral definida
J2f Cdx = [ f G |

» Tabla de integrales indefinidas

fc F(0)dx Cf £ (x)dx Propiedades
f[f(x) + g(x)]dx f fo)dx + f g(x)dx Coseca = 1/sena tga=sena/cosa
fkdx Kx+c Seca = 1/cosa sena+cos’a=1

n g x™ +c¢, connz-1
X ax n+1 Cotga=1/tga sena=(1-cos2a)/2

Ln |x]| +c¢

Arctg a =tg'1a cos’a= (1+4cos2a)/2

Arcsena=sen ' a Arccosa=cosa

X

J
|
[ e ax e+ c
J

a* dx a_+c fcosecx cotgxdx |-cosec x + C
Ln a
dx arctgx + ¢
- +
fsenx dx CosXx +cC 2+ 1
dx 1 . X N
cosx dx senx + c — arc (—) c
x4+ a a 9 a
2 dx
sec®x dx tanx + ¢ arcsenx + ¢C
Vv1—x2
fcosecz x dx —cotgx + ¢ fsenh x dx cosh x + ¢
+
fsecx tanx dx secx + ¢ fcoshx dx senh x + ¢

REGLA DE SUSTITUCION

[ o) g@ar =[5 a
u=g(x) = du=g' (x) dx

INTEGRACION POR PARTES
f f). g dx = f@). g() - f 9. f'(x) dx

Andrea Llanes UBA XXI—2016



Andlisis Matematico segundo parcial

» Consideremos la funcion racional f(x) = P(x) / Q(x) donde Py Q son funciones polinomiales. Es posible
expresar f como una suma de fracciones simples, siempre que el grado de P sea menor que el grado de Q.
A una fraccion racional de este estilo se le llama propia.

» Sifesimpropia, gr(P(x)) > gr(Q(x)), entonces debemos tomar el paso preliminar de dividir P entre Q hasta
obtener el residuo R(x) de manera que gr(R(x)) < gr(Q(x))

P(x) L ax)

S(x) P(x) = S(x) + _R(x)
R(x) Q(x) Q(x)

» Factorizar el denominador Q(x) tanto como sea posible
» Expresar la funcién racional propia como una suma de fracciones parciales

AX + B = AZ_L + A; + ... + AD—
(ax+b)" (ax+b)" (ax+b)"! (ax+b)
Ax + B = Al + A;

(ax+b)cx+d) (ax+b) (cx+d)

Ax _+ B = Ajx+B + A
(ax* + bx +c)(dx + e) ax’+bx+c dx+e

Donde ax’ + bx + ¢ = 0 no tiene raices reales

z

TEOREMA FUNDAMENT AL DEL CALCULO
» Partel
{ Si f es continua sobre [a, b], entonces la funcién g definida por

g(x) = f f (t)dt a<x<b
es continua sobre [a, b] y derivable sobre (a, b)
[Xf@de = fx)
dt
> Parte2 BARROW
Si f es continua sobre [a, b], entonces

[P f)dx = F(b) — F(a)

Donde F es una antiderivada de f, es decir F' =f

Prode = F@) | = Fb) - F(a)
Donde F’' =f
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Andlisis Matematico segundo parcial

AREA ENTRE CURVAS

4 \\ El area de la regidn delimitada por las curvas y = f(x), y = g(x) y las
) rectas x=a, x=b, donde fy g son continuas y f(x) >g(x) V x € [a, b]

A= [IF () — g(0))dx

v

r

El drea entre las curvas y = f(x), y = g(x) entrex=ayx=b

A= 7 1f(x) = g(0)ldx

A

\

A= fcd(xd —xi) dy

v

ECUACIONES DIFERENCIALES GENERALES
Contiene una funcién desconocida y una o mas de sus derivadas
El orden de la ecuacién diferencial es el de la mayor de sus derivadas

Ejemplo: y' =xy y una funcién f se llama solucién de una ecuacién diferencial si la ecuacidn se satisface
cuando y = f(x) y sus derivadas se sustituyen en la ecuacion:

Fix)=x f(x) > f(x)/flx)= x > f%dx = [xdx D> Infix)= x>/ 2 +k> f(x) = e¥?/ 24K
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Silim a, { existe - la sucesidn converge

= 00 no existe —> la sucesion diverge

Leves de los limites para sucesiones

Si{an} y {bn} son sucesiones convergentes y c es una constante, entonces:
» Lim(ay+by) =lima,+Ilimb,

» Limc =c

» Limc.a, = c.lima,

» Lim(a,.by) =lima,.limb,

» Lim_a, = _lima,_ si limb,#0
bn lim b,

» Limay"=[lima,]” sip>0ya,>0

El teorema de la comprensién para sucesiones
Sian<bp,<c, paran>ngy lima,=limc,=L 2 limb,=L

Teorema
Si lim]a,|=0 -2 lima, =0

Teorema
Si limap =L ylafuncién escontinuaenlL =2 limf(a,) = f(L)

La sucesién {r"} es convergente si -1<r<1 vy divergente para todos los otros valores de r
Limr = 0 si -1<r<1
1sir=1

Una sucesion {a,} se llama creciente si a,<ans1 V n>1
Si an>an:1 V n>1 sedenomina decreciente
Una sucesion es monétona si es creciente o decreciente

Una sucesion {a,} estd acotada por arribasiaMER/ a, <MV n>1
Una sucesion {a,} estd acotada por abajosiIm€R/ m<a, V n>1

Si esta acotada por arriba y por abajo, entonces {a,} es una sucesién acotada

Teorema de la sucesion mondtona

Toda sucesién acotada y mondtona es convergente
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Serie infinita o serie

Y1 Qn 0 Xan

Dada una serie };;—; @y =a; +az+... sea s,lan-ésima suma parcial:
Sh=)r ai=ai+ax+...+ay
Si la sucesion {sn} es convergente y lim s, =s existe como un nimero real, entonces la serie ), a, se dice
convergente y se escribe:
aj+ay+...+a,=s ) Yre1Qn = S
El nimero s se llama suma de la serie
Si la sucesion {s,} es divergente entonces la serie es divergente

La serie geométrica
-1 2
Yoiar’T = a+ar+ar +...
es convergente si [r| <1 y susumaes
[} n-1
Yoeqar’ =a/(1-r)
Si |r| >1 laserie geométrica es divergente

Teorema
Si la serie ),;»—; a, es convergente entonces lim a,=0

Elinverso NO se cumple: silima, =0 no podemos concluir que la serie es convergente

La prueba de la divergencia
Silima, 2 o lima, #0 entonces la serie ),;_; a, es divergente

Teorema
Y.ca, (c-constante)
SiY. an y ) bnson series convergentes < Y.(an+ bp) también son convergentes y
Y.(an—bn)
i) Pn=1CQn = C XplqQn

ii) Yoo q(an+by)
iii) Yin=1(an—by)

Z’;.:,):l an + Z’;.:,):l bn
Z’;.:,):l an - Z’;.;,):lbn

Serie p
nip convergente p>1

divergente p< 1
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Serie de potencias

Y ocn(x—a)" = co+ci(x—a)+cr(x—a)+...

Serie de potencias en (x —a), o serie de potencias centrada en a, o serie de potencias en torno a a.
Cuando x = a entonces todos los términos son 0 paran >1 entonces es convergente cuando x = a

Prueba de la integral
Suponga que f es una funcién continua, positiva y decreciente sobre [1, ®) y sea a, = f(n)

> Si floof(x)dx es convergente entonces Y.,_,da, esconvergente

> Si floof(x)dx es divergente entonces ), a, esdivergente

No es necesario iniciarenn=1

No es necesario que f sea siempre decreciente, lo tiene que ser a partir de un nimero N entonces la serie
YN @n €sconvergente entonces Yn_;Qdn

Pruebas por comparacion

Supongamos que ). a, Yy . b, son series con términos positivos

» Si )Y b, esconvergente y a,<b, Vn entonces ) a, es convergente
» Si )Y b, esdivergente y a,>b, Vn entonces ) a, esdivergente

1/(2"+1) <1/2" [cosn|/n?< 1/n? 1/(2"-1)>1/2"
2 2 5 _5y1
5/(2n“+4n+3) < 5/ (2n9) 3 T A

(Lnk)/ k >1/k porque Ink >1 para k>3

Prueba por comparacién del limite
Suponga que Y. a, Yy X b, son series de términos positivos. Si

Lim (an/bn) =c
donde c es un numero finito y ¢ > 0 entonces ambas series convergen o ambas divergen.

Prueba de la serie alternante
Si la serie alternante

Z??zl(_l)n_lbnzbl_b2+b3—b4+... b,>0
cumple con:
i) brs1<by,  Vn
ii) limb, =0

entonces la serie es convergente
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Absolutamente convergente
» Unaserie ) a, esllamada absolutamente convergente sila serie de valores absolutos ) |a,| es
convergente

> Teorema

Si una serie ), a, es absolutamente convergente entonces es convergente

Prueba de la razdn (criterio de D’Alambert)

» Si lim Jana/an| =L <1 > XY,-;a, esabsolutamente convergente —> es convergente
» Si lim Japa/an]| =L>1 o lim |ap/an] =0 > XX, a, esdivergente

» Si lim |an/an | 1 la prueba no es concluyente

Prueba de la raiz (criterio de Cauchy)
> Si lim Y/]a.|
> Si lim Y/]a.|
> Si lim Y/]a.|

L <1 = Y,_;an esabsolutamente convergente = es convergente
L>1 o lim Y]a, = o 2> Y% a, esdivergente

1 la prueba no es concluyente
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En los ejemplos siguientes no se presenta todo el desarrollo, sino que simplemente se
indica qué prueba se debe usar.

Puesto que @, — % # 0 cuando n — =, debe usar la prueba para la divergencia. B=

EJEMPLO 2 [kt

1 3+ 4nt 5 2

Como a, es una funcién algebraica de n, compare la serie dada con la serie p. La serie de
comparacion para la prueba de comparacion en el limite es £ b,, donde

b N 1
o3 3 3w oy

O 3 ne

Puesto que la integral jl’ xe™* dx se evalia con facilidad, use la prueba de la integral. La
prueba de la razon también funciona. =

= ) "}
(Eacurios POESIISA

Como la serie es alternante, aplique la prueba de la serie alternante. =]
= "M

OEEE 25

Como la serie contiene k!, se aplica la prueba de la razon. =

EXm 3

amy 2 + 3"
La serie estd estrechamente relacionada con la serie geométrica X 1/3% por lo que se
aplica la prueba por comparacion. =
o X" ,
Ymeq — prueba de la raiz
nf x™ x|
—| = 2> | x
=1 = %% > Ix]
|x] <1 entonces converge absolutamente radio de convergencia=1
|x] >1 entonces diverge intervalo de convergencia (-1, 1)

x =-1 prueba de la serie alternante, x =1 serie p
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